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PRÉFACE. 



Il est, dans l’histoire des connaissances humaines, 
des époques où le génie, après s’ètre élevé au plus 
hautes conceptions, semble quelque temps arrêté 
dans son vol pour prendre bientôt un nouvel essor, et 
' se signaler par l’une de ces découvertes qui changent 
la face de la science. 

• C’est ainsi que Descartes, par l’application, de 
l’Algèbre à la Géométrie, se fft*ya une route in- 
connue à ses prédécesseurs, et que Newton et Leib- 
nitz étonnèrent l’Europe savante par l’invention 
d’une analyse supérieure encore à la Géométrie 
de Descartes. * 

Jamais découver te.n’honora plus l’esprit humain : 
4 l’infini, cet être idéal, parut soumis au calcul, et 
opérer des prodiges. En vain quelques pbilosopbes # 
voulurent révoquer* en doute l’exactitude d’une 
' analyse aussi singulière; ils ne purent en conteur 
îl& résultats, et ne tirent qu’exciter les géomètres 
h méditer davantage sur la vraie métaphysique des 
nouveaux calculs.. Newton , le premier, pénétra 
ce mystère , en considérant le Calcul différentiel 
comme la méthode des* premières et dernières rai- 
sons des quantités, ou autrement, comme la mé- 
thode des limites dé leurs rapports. D’Alembert pré- 
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tenta les idées de Newton comme renfermant la 
\raxe métaphysique du Calcul différentiel , et prouva 
que , par la méthode des limites , on peut donner une 
explication satisfaisante de celle des fluxions des 
Anglais, dégagée de toute considération de mouve- 
ment j idée étrangère au Calcul différentiel. Posté- 
rieurement à d’Alembert , plusieurs géomètres , et 
entre autres Cousin, ont exposé dans leurs écrits la 
méthode des limites -mais ce n’est que depuis qu’elle 
. a été démontré à l’aide du théorème de Taylor, 
qu’on l’a mise dans rf|jt son jour, et qu’on a dissipé 
entièrement les doutes qui pouvaient naître de la mé- # 
taphysique spécieuse de la méthode des infiniment, 
petits, méthode qui peut être regardée comme une 
espèce d’abréviation de celle des limites. 

La méthode des infiniment petits , sous ce rap-’ 

' port , n’est plus qu’un moyen expéditif de trouver 
les différentielles des diverses fonctions ; elle grave 
ces différentielles dans notre mémoire, par des fi- * 
gures géométriques réduites au dernier degré de* 
simplicité, et qui parlent plus’à l’imagination que 
d™ idées abstraites; enfin , cette méthane devient 
indispensable dans les hautes parties de la Méca- 
nique et de l’Astronomie, *où. sans son secouçs , 
la résolution des problèmes deviendrait souvent 
d’une extrême complication ; aussi nos grands géo- 
mètres, dans les parties les plus relevées de leurs 
écrits, en font-ils souvent usage. . 

Cette méthode, dans sa métaphysique même, eut 
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autrefois d’ardens défenseurs, parce que*.si l’on ne 
s’écarte pas d’une certaine série de propositions , tout 
parait avoir la rigueur mathématique, et semble 
découler naturellement d’un principe fondamental. 

Ce principe a été regardé jusqu’à présent comme 
une espèce d’axiome ; mais le point de vue sous 
lequel il nous fait considérer l’infini, nous présen- 
tant des conséquence? difficiles à admettre, j’ai cru 
devoir le démontrer, en donnant pour base à la mé- 
thode des infiniment petits un autre principe qui, 
également fondé sur les nqjions cpie nous avons de 
l’infini , satisfait plus à la raison par l’idée de limite 
qu’il renferme tacitement. 

Si la méthode des limites complète celle des in- 
finiment petits, en rectifiant ce qu’il peut y avoir 
de défectueux d^s celte dernière, la méthode de 
Lagrange complète à son tour celle des limites, en rat- 
tachantes coefliciens différentiels à la pure Algèbre. 

On peut donc considérer ces trois méthodes cc^nme 
n’en formant pour ainsi dire qu’une seule; aussi, en 
les comparant, r^connaît-on que les principes qui en 
découlent leur sont communs, et qu’il ne faut, pour 
les entendre toutes, qu’ajouter très peu de choses à 
celle de's limites. La Méthode de Lagrange se réduit 
alors, en quelque sorte , à un théorème que j’ai rendu 
extrêmement’ facile par les modifications que j’ai fait 
subir à sa démonstration. 

Je ne me suis pas moins att aché à présenter sous un 
jour favorable les diverses théories dont se compose 
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oc Trailé.*J’.y ai développé, comme dans mes autres 
ouvrages en Mathématiques, toutes les opérations, 
persuadé que ce n’est pas en les supprimant qu’un 
auteur peut donner une icléè plus avantageuse de la 
profondeur de ses connaissances ; et qu’il ne doit être 
jugé que par la manière dont il expose ses idées , 
et par les aperçus plus ou moins nouveaux renfer- 
més dans ses écrits. • , • 

A ces considération^ j’ajouterai que dès qu’on s’as- 
sujétil ainsi à n’ommre aucune idée intermédiaire, 
ce n’est qu’à force de précision qu’on peut éviter 
les longueurs si nuisibles à l’ensemble d’une théorie; 
et la difficulté devient encore plus grande lorsqu’une 
partie de l’ouvrage est consacrée à rendre raison -des 
choses-. 

Par la multitude d’objets traité^dans celui-ci , on 
jugera encore mieux des obstacles que j’ai dû ren- 
contrer après m’ètre donné de pareilles entraves. * 

Pqjmiies additions que j’ai faites à cette nouvelle 
édition, je citerai les Points singuliers , les Maxima 
et Minima des fonctions de deuil variables , les 
Courbes polaires , la Théorie de la variable indépen- 
dante, les Solutions particulières des équations dif- 
férentielles, la Cubature des corps terminés par déS 
surfaces courbes et la Quadrature de ces surfaces, 
les Conditions d’intégrabjlité des fonctions de trois 
variables, les Equations différentielles du second 
ordre , les Equations simultanées , etc. ; enfiin, j’ai ter- 
rniué cet Ouvragé par une Théorie des équations dif- 
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férentielles partielles, avec quelques considérations 
générales sur les fonctions arbitraires qui complètent 
leurs intégrales ; ce qui m’a couduit à donner l’ex- 
plication du procédé dont on fait usage pour déter- 
miner la fonction arbitraire qui entre d«ftis une 
équation, lorsque les équations de condition sont 
données. 

La manière dont, eu considérant leé surfaces 
courbes, j’ai traité cette question importante, est 
analogue à celle que j’ai employée à l’égard des con-* 
stantes arbitraires. C’estainsi qu’à l’aide descourflfes, 
j’ai mqptré comment une équation étant différen- 
ciée et ensuite intégrée , on peut, retrouver la meme 
constante que la différenciation avait fait disparaître, 
question qui, à ma connaissance , n’avait pas encore 
été discutée. 

Le Calcul différentiel et le Calcul intégral , plus 
qu’aucune^ autre partie des Mathématiques, étant 
composés d’une multitude de théories qui sont sou- 
vent indépendantes les^)es*des autres , j’ai cru devoir 
indiquer, par des caractères plus petits, les chosesqui 
peuvent être supprimées à une première lecture. 
Par là , ceux qui ne veulent faire qu’une élude peu 
approfondie de la haute Géométrie, auront la £t- 
cnlté de ne voir que les parties les plus élémentaires 
. de cet Ouvrage, tandis que ceux (fui désirent ac- 
quérir des connaissances plus étendues, après s’ètre 
• familiarisés davantage avec les principes*, parcour- 
ront avec plus de finit les autres parties. • 



• • 
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ÉLÉMENS 

• y 

DE CALCUL DIFFÉRENTIEL * 

ET 

DE CALCUL INTÉGRAL, 



CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

De la différenciation des quan titês % a Igébriques. 

'i. On dit qu’une variable est fonction d’une autre va- 
riable , lorsque la première est égale à une certaine expres- 
sion analytique composée de la seconde; par exemple,^ 
est une fonction de x dans les équations suivantes : 

y a 1 — x% y=x* — Six 1 , y = —, y=b~\-cx' i . 

2. Considérons une fonction dans son état d’accroissement 
èn vertu de celui de la variable qu’elle renferme : toute 
fonction d’une variable x pouvant être représentée par l’or- 
donnée d’une courbe BMM', fig. i, soient AP=xet PM= y, 
les coordonnées d’un point M de cette courbe, et supposons Fig. i; 
que l’abscisse AP reçoive un accroissement PP' = h ; l’or- 
donnée PM deviendra P'M' = y'. Pour obtenir la valeur de 
cette nouvelle ordonnée on voit donc qu’il faut changer x 
en x •+- h dans l’équation de la courbe, et là valeur que 
cette équation déterminera alors pour y sera celle de_y'. 

Par exemple, si l’on avait l’équation^/ = mx 1 , on ob- 
tiendrait y' en changeant x en x -f- h et y en y' , et l’oit 
aurait 

y’ = mx 1 + a mxh 4- mh % . 

1 
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3 CALCUL différentiel: 

3. Prenons maintenant l’équation 

y — — x 3 • • • C 0 >■ 

et supposons que_y devienne y' lorsque x devient x + h‘, 
nous aurons donc 

y = (x + h) 3 ; 

et en développant , 

y rsx 3 -f 3x*h + 3 xh % -f h 3 : 

si de cette équation nous retranchons l’équation (t) il restera 

y y = 3 x*A + 3xh* + h 3 ; 

et en divisant par h , 

3x‘ + 3x* + h*. .. (a). 

Voyons ce que ce résultat nous apprend :y -yy repré- 
sente l’accroissement de la fonction y en vertu de 1 accrois- 
sement h donné à x, puisque cette différence y' —y est 
celle du nouvel état de grandeur de y à son état primitif. 
D’une autre part , l’accroissement de a: étant h, il suit de 

là que l’expression-^-^ est le rapport de l’accroissement 

de la fonction y à celui de la variable x. En considérant le 
second membre de l’équation (a), on voit que ce rapport di- 
minue d’autant plus que h diminue, et que lorsque h devient 

nul ce rapport se réduit à 3x*. 

• y •“■* V i 

Ce terme 3x* est donc la limite du rapport — j-— : c est 

yers ce terme qu’il tend lorsqu on fait diminuer h. 

4. Dans l’hypothèse de h=o l’accroissement de y deve- 
nant aussi nul, se réduit à et par conséquent 1 e- 



différenciation des quantités algébriques. 3 
quation (a) devient 

-=3x*. . . . (3). 
o 



Cette équation n’a rien d’absurde, parce que l’Algèbre 

, o • . ' 

noils apprend que - peut représenter toutes sortes de quanti- 
tés. D’ailleurs on Conçoit que puisqu’en divisant les deux 
termes d’une fraction par un même nombre, cette fraction 
ne change pas de valeur, il en résulte que la petitesse des 
termes d’une fraction n’influe en rien sur sa valeur, et que 
par conséquent elle peut rester la meme lorsque 6es termes 
sont parvehus au dernier degré de petitesse , c’est-à-dire 
sont devenus nuis. 

La fraction ^ qui se trouve dans l’équation (3) est un 

symbole qui a remplacé le rapport de l’accroissement de 
la fonction à celui de la variable : comme ce symbole ne 
laisse aucune trace de cette variable , représentons-le par 

• alors ^ nous rappellera que la fonction était yr et que 

la variable était x. Mais dy et dx n’en seront pas moins des 
quantités nulles ,»et nous aurons 



• ’ --tt): 

^ oü plutôt sa valeur 3x* est le coefficient différentiel de 
dx r , 

la fonction y. 

5. Remarquons que pétant le signe qui représente la li- 
mite 3x* [ comme le montre l’équation (4)], dx doit tou- 



jours être placé sous dy. Cependant, pour faciliter le# opé- 
rations de l’Algèbre, on peut momentanéiüent faire évanouir 



le dénominateur de l’équation (4) , et l’on a dy = 3x a dx. 
Cette expression 3x"df e#t ce qu’on appelle la différentielle 



de la fonction y'. 
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^ tALCÜL DIFFÉRENTIEL.' 

6 . Cherchons encore la différentielle de la fonction a •f - Sx*. 
Pour cet effet, il faut donc dans l’équation y — a+ 3 x* . 
faire x => x + h, et, en changeant y en /, cette équation 

deviendra „ . 

y' a -f- 3x a -f*6xA -f- 3/i a ; 

donc -ÏJp = 6x + 3A ; égalant A à zéro, il nou3 vient 
h 

fy- Çx : donc la différentielle cherchée est dy=6 xdx. 
dx 

7. Pour troisième exemple , cherchons la différentielle 
de_y = ax 3 — à 3 : faisons x = x -f- h , et substituant nous 
avons 

y = ax 3 -+• 3 ax*h -f- 3 axh* — b 3 j 

donc 

— 3ax* + 3axA -4- afc* ; 
h 

passant à la limite on a 

î^rsSax*. 

QX • 

Tel est le coefficient différentiel de la fonction proposée? 
la différentielle sera dy = 3ax“dx. • 

8. Proposons-nous de trouver encore la différentiel!^ de 
1 ' 

v — : effectuantla division, on trouve y^ni-f-x-j-x 0 ; 

J 1 — x 

mettant x -f- h à la place de x, et y à celle de y, on 
obtient 

y — 1 x -\-h + x* + ahx h* , 
et en ordonnant par rapport à h , 

y— 1 -f-x-f- a;a +( 2X +0^+^ > # 
donc 1 ...J 

s= ax -f- * + A ; 

h *■ 
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DIFFÉRENCIATION DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. 5 
% . dv 

passant à la limite, on a donc la différentielle 

de est (ax -f* O dx. 

J ■ >• x 

* * » 

g. Prenons encore pour exemple 

y — (x* — aa*) (x* — 3a*) ; • 



développant on a 



j>r= x-* — 5a*x* -f- 6a ( ; 



substituant x + h à x et y' à y, et ordonnant ensuite par rap- 
port à h , il vient 

y =s X*— 5 a*x* + &a 4 -}- (4x 3 — î oa*x) h 
-f> (6x* — 5 a*) A* + 4xA 3 -f- /i*; 

donc 






-g : 4x 3 — î oa*x -f- (6x* — 5a*) h + ^xh l h 3 : 

passant à la limite , on a 

-g = 4x 3 - i oa*x; 



et en multipliant par dx , on trouve que la différentielle est 
dy = (4x* — 1 oa 4 x) dx. 

îo. L’expression dx est elle-même la différentielle de x; 
car soit^ = x, on a y -=zx h\ doncy' — y=h, et par 

conséquent — ^ = i . Comme la quantité h n’entre pas 
h 

dans le second membre de cette équation, on voit que pour 

passer à la limite, il suffit de changer ^ en ce qui 

<j v « 

donne -=£ = i ; donc dy = dx.' 



On trouverait de même que la différentielle de ax est adx. 
Ai. 11 est à observer que quelquefois l’accroissement do 
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6 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

la variable est négatif ; dans ce cas il faut substituer x — h 

à x , et opérer comme précédemment. 

Ainsi pour trouver la différentielle de ax 3 lorsque l’ac- 
croissement est négatif, on remplacera x par x — -h, et 
l'on aura 

y = ax 3 — 3 ax'h -{- Zaxh * — ah 3 ; 

donc * 

— 2. — — 3ax a + 3axA — ah * : 
h 

dy , . 

passant à la limite, on aura^=— 3ax*, etpar conséquent 

dy — — 3ox a dx. 

On voit que cela revient à supposer dx négatif dans la 
différentielle de .y calculée dans l’hypothèse d’un accroisse- 
ment positif. 

12 . Avant que d’aller plus loin, faisons une remarque 
essentielle, c’est quedans une équation dont le second membre 
est une fonction de x, et que pour cette raison nous repré- 
senterons généralement par y~fx, si l’on change x en 
x -f- h, et qu’après avoir ordonné par rapport aux puissances 
de h on trouve le développement suivant 

y = A -f - Bh -f- CA* -f- DA 3 -f- etc. , 

on doit toujours avoiry/= A. En effet, si l’on fait h~o, Je 
second membre se réduit à A ; à l'égard du premier membre, 
comme nous n’avons accentué y que pour marquer que y 
éprouvait un certain changement lorsque x devenait x-f -h, 
il faudra lorsque h sera nul , que nous supprimions l’accent 
de et l’équation ( 2 ) se réduira alors à 

•y= A - 

13. Ceci va nous donner les moyens de généraliser le 
procédé de la différenciation. En effet , si dans l’équation 
y =fx, dans laquelle on est censé connaître l’expression 
représentée par fx, on a mis x-f- A à la place de.x, et 
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DIFFÉRENCIATION DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. 7 

qu’après avoir ordonné par rapport aux puissances de A on 
ait obtenu le développement suivant 



y = A 4- BA 4 CA 1 4 DA S 4 etc. , 
©u plutôt , d’après l’article précédent, 

y =y + BA -f CA* + etc. , 

on aura 



donc 



y — y — Bh 4 CA* -f - , etc.; 

< 

4 CA 4 etc. ; 



dy m 

et en passant à la limite, ^=IJ. Ce qui nous apprend que 

le coefficient différentiel est égal au coefficient du terme qui 
contient la première puissance de A dans le développement 
d ef(x-\-h) ordonné far rapport aux puissances ascendantes 
de h. 



i4- Si au lieu d’une fonction 7 qui s’accroît en vertu d’un 
accroissement donné à la variable x, nous avons deux fonc- 
tions différentes que nous représenterons par 7 et par z, en 
.substituant dans ces fonctions x + hkx, elles deviendront 
y et z ' ; supposons qu’ayant ensuite ordonné par rapport 
à A , on ait . . 

y —y 4 AA 4 BA* -1- etc. . . . (5) , 

7 ! =z 4-A'A4B / A , 4" etc * • • • ( 6 ) ; ‘ 
passant à la limite , on trouvera 



è— A — -A' 
dx ’dx 8 



(7)i 



multipliant ensuite les équations (5) et (G) l’une par l’autre, 
nous obtiendrons 

s&y = zy4AzA4- 15zA*4 efc - 

4 A'^A 4 AA'A" 4 etc. 

4 By'A a 4 etc. ; 



1 
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8 CALCUL DIFFÉRENTIEL., 

donc ; 

- a -y~~ z £ - = A'^ -f (Bs -f AA' + B'_y) h + etc .7 

passant a la limite, et indiquant par un point l'expression 
qui doit être différenciée., on obtiendra, 

^ = À* + A>; 

mettant au lieu de A et de A' leurs valeurs données par le^, 
équation ( 7 ), il nous vien * 

d -«r 

àx 

et en supprimant le divjseur commun dx, 
d .zy = zdy -f-ydz. 

Ainsi pour trouver la différentielle d’un produit de deux 
variables, ilfaut multiplier chacune par la différentielle de 
l’autre , et ajouter les produits . 

i5. Au moyen de cette règle on trouvera facilement la 
différentielle d’un produit de trois variables. . 

Soit, par exemple, yzu : faisons _yz = f, nous aurons donc 
d._yza = d.tn. 

Or, .d’après ce qulprécède, 

d.fw==idu-f-udt ( 8 ) ; 

et- puisque tzzzyz, on a dt =±^ydz -f-zdy ; mettantdonc ces 
valeurs de t et de dt dans l’équation ( 8 ), elle se changera en 
d .yzu —yzàu -f- uydz -f- uzdy. 

On voit que, la même règle subsiste encore pour un pro- 
duit de trois variables, c’est-à-dire qu 'ilfaut écrire le pro- 
duit yzn , et remplacer successivement chaque variable par 
sa différentielle , et ajouter ces produits. 

1 6 . La même règle a lieu pour un plus grand nombre de 
variables. 



sdy j .ydz 



dx dx 
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DIFFÉRENCIATION DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. 9 
17. Nous avons vu art. io, que la différentielle de ax 
était adx ; concluons que lorsqu’il y a une constante dans 
un produit, il suffit de différencier comme si la constante 
n’y était pas, et de multiplier ensuite par la constante. 

Par exemple , on trouverait que 1 ? différentielle de axy 
est axdy -f- uydx. 



18. Une constante n’a pas de différentielle; carsoity=flX 
4 b , en opérant comme dans l’art. 7, on trouve dy = adx, 
résultat qui est le même que si l’on n’avait point eu la con- 
stante b. 

yCJX“-— * xdv 

iq. La différentielle d’une fraction - est- ■ — ^ : 

* y y 



car 



X 

supposons —= z, nous avons xx=yz-, donc, art. 14, dx 

=yàz + zdy ; d’où nous tirons ydz = dx — sdy : mettait 
dans le second membre la valeur de z, il vient ydz 3= dx 

X 

— — d)' ; réduisant au même dénominateur , 



ydz 



_ ydx — xdy 



et enfin 



, ydx — xdy , x ydx ■— xdy 
d z — *- — = 4 , ou d. — = * — 

y y y 

ao. Si dans l’équation à.yzuxxyzàu 4 y uc ls 4 zudy , 
art. 1 5 , on divise tous les termes paryzu , on obtiendra 




En général , en divisant la différentielle d’un produit 
d’un nombre quelconque de variables par ca produit, ou 
trouvera 



d.xyztu.etc. dx . dy . dz . dt , du . , . 

— = h -d- -\ J-.— « — | , etc (0). 

xyzfu, etc. x y ' z ’ t u 
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IO CALCUL DIFFERENTIEL. 

Si x, y , z, t, u, etc. , sont égaux à x et en nombre m * 
on aura dans le second membre de cette équation un nombre 
t s dx 

m de termes égaux à — - ; ce second membre se changera 
donc en — “ et l’équation (9) deviendra 



et en multiplant par x”, on aura 

». * 

d.x m = mi"“‘dj. 

21. D’où l’on peut conclure cette règle : lorsqu’une va- 
riable est élevée à une puissance m , pour avoir la dijfé -> 
rentielle, il faut , 1°. changer l’exposant en coefficient; 
2«. affecter la variable d'un exposant moindre dune unité; 
3 °. multiplier ensuite ce produit par dx. 

2a. Si l’exposant était fractionnaire ou négatif, la mémo 
règle aurait lieu. Pour démontrer ce premier cas , soit 
p 

y =x' 1 ; en élevant les deux membres à la puissance q , on 
aura — x r ; donc, art. 21 , qyi~'dy = pxf ~' dx ; d’où l’on 
tire 

iy= P -^di-, 

J <ty 

JT P 

et comme x p ~‘ peut se mettre sous la forme — , et que de 

yf 

même y*~ ‘ — d - , en mettant ces valeurs , on a, 
d y = - — *^dx; 

J q y 1 x 

•t à cause de x? —y* , l’équation précédente se réduit à 

dy=^^-dx;. 

J q x 
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DIFFÉRENCIATION DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. Il 
mettant enfin pourj' sa valeur, on obtient 



dy = - — dx; 

J q x 

et en faisant passer le diviseur x en exposant, on a 



dy = ?x’ 
J <7 



dx , 



» 



ce qui est la même chose que la différentielle de y=xx* 
qu’on aurait obtenue en faisant usage de fa règle n° 21 . 
Pour démontrer le cas où l’exposant est négatif, soit 

y=x~f, ce qui revient ky—-~ p \ différenciant par la règle 

des fractions, art. 21 , nous aurons 

x p d. 1 — i.d.rE 



dy: 



x r X xt 



Observant que l’unité étant une constante, sa différen- 
tielle est nulle, cette expression se réduit à dy =3 — 

effectuant la différenciation indiquée, art. 21, on aura 
pxt~ ‘dx 



ày — — ■ 



x 3p 



, et en retranchant l’exposant 2 p de 



l’exposant p — », ih vient enfin dy = — px~ p ~ ’dx , 
comme on l’aurait trouvé en faisant usage de la règle du 
n° a». 

23 . Si l’on remplace les radicaux par des exposans frac- 
tionnaires, la règle du n° 21 pourra donc servir à diffé- 
rencier ces sortes de quantités. Par exemple , pour trouver 

— 2. 

la différentielle de \/z, on écrirâ z a dont la différentielle 

«era JS *ds=-— pr , ce qui nous apprend que pour avoir 
uy a 
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\1 CALCUL DIFFERENTIEL. 

la différentielle de la racine carrée d'une quantité variable, 
il faut diviser la différentielle de celte quantité par le double 
du radical. 

24. Quelquefois la fonction y' est la variable x ne sont 
pas données par une même équation. Par exemple, si l’on 
avait les équations yz=fu et u = çx, le premier moyen qui 

se présenterait pour obtenir le coefficient différentiel 

serait d’éliminer u entre ces deux équations, pour pouvoir 
y appliquer le procédé de la différenciation'; mais sans avoir 
recours à cette opération préliminaire , on peut obtenir im- 

médiatement le coefficient différentiel^— : c’est ce qui va 



être l’objet de la démonstration suivante. 

Supposons donc que dans l’équation u=zçx, on mette 
x-\- h à la place de x et qu’alors u devienne u' =u-\- k , et 
qu’en substituant ensuite u -f- h à la place de u dans l’équa- 
tio ny-=zfu , lafonctiony devienne^/ ; si, en développant ces 
fonctions de u et de x par rapport aux puissances de leurs 
accroissemens , la substitution de à la place de x 

dans Ja fonction u, nous donne 



u' — u + qh -f- q'h a 4* q“b 3 4“ etc. ; 

Et. que la substitution de u-+-k à la place de udans la 
fonction y, nous donne 

f —y 4" ph + p 4-p“fc 3 4- et c. ; 
on obtiendra * 

— q + q'h 4- q"h* + etc. 

i • (iofc 

^ = p +p'k 4- p“/d 4* etc. 



Multipliant ces équations terme à terme , on aura 
■ V ~ {p+p'k+p"k*+etc,) (j-H'A 4 - 9 *A*^;^Ï 



t 



DIFFÉRENCIATION DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. l3 

Le premier membre de cette équation peut se réduire ; 
car l’accroissement de « étant représenté par k, est donc 

égal à u' — uf pâr conséquent au lieu de- ^ — — ?! .— - u nous 

pouvons écrire'^— j—, et en mettant x — x à la place de h ; 
l’équation précédente devient 

^,_^ =(q-f < 7^+9"^ 1 + etc.)(p+p'ft+p' , Â 1 -+-etc.)...(i îj 

Lorsque h est nul , k s’évanouit aussi ( puisque u n’a pris 
l’accroissement k que parce que x est devenu x -f- h ) ; par 
conséquent dans le cas ou A = o, qui est celui de lalimite, 
l’équation (1 1) se change en 
dy 

Pour déterminer p et q , il faut supposer h et k nuis dans 
les équations (10) , et ces équations donnent 
dy du 

- = P’dI- =<? ’ 



du 



(13). 



Substituant ces valeurs de p et de q dans l’équation (12) , 
on obtiendra 

djr dj' du 

dx dudx’ 

Ce résultat nous apprend que si l’on a deux équations 
y-=.fu e.tu = $x , et qu’on en tire les valeurs des coefficiens 

différentiels ^ et ^ , il suffira de multiplier ces valeurs . 



entre elles pour avoir celle de 



a5. Si l’on a, par exemple, les équations y =3 3 u* et 
«= x 3 -j- ex 2 ) on trouvera 

^ = 6u,^==3*» + a ux; 
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1 4 1 CALCUL DIFFERENTIEL, 

donc en multipliant ces équations terme à terme on ob- 
tiendra * 

dv 

-f~ = 6u (3x* + a or) — S (x 1 -j- ar‘) (3x*+ aax). 
dx 

s6. La formule (i3) est d’ungrand usage pour différencier 
des quantités compliquées; donnons-en quelques applications. 
i°. Cherchons la différentielle de y 3= [/ a* — x“; cela 

se réduit à trouver le coefficient différentiel — Pour cet 

dx 

effet , faisons a * — x“= u, alors y = y/u — u* ; et les équa- 
tions y =fu, et u — px, art. aj, sont donc représentées ici 

i , . 

par^ = n* et par u = a* — x*. 

En différenciant ces équations, art. ai , on trouve 






-a du 

' x ) 'dï = “ 2XÎ 



multipliant ces coefficiens différentiels entre eux, on ob- 
tient 



donc 

, — xdx ■' •' 

dy= — ■ .--r-. - 
y/ a 1 — x* 

Soit encore^ = (a + bx m ) n -, pour trouver la différentielle,, 
faisons a + bx m — u, nous aurons les équations y — u* t 
u~a -j- ix m ; donc 

^ = nu ” “ 1 = n (a + bx m ) bmx m ~ 1 ; 

multipliant entre eux ces coefficiens différentiels, on ob- 
tiendra 

— bmnx m ~' (a -f- ix m ) n 
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ÏHFFÉRÈNCIATÏON DES QUANTITÉS algébriques. l5 
ay. Pour troisième exemple soit 



supposons 

donc 






b— ~ — 



y=(a+ V / *0 4 -*“-05)/ 
Différenciant l’équation ( 14 ) nous avons 

acxdx 



du: 



donc 



x+ ’ 



l’équation (i5) donne 



du 2C 

dx x-* ’ 



du 



ày — 4 (a yu) 3 à (a 4- s/u) = 4(a -f- [/u) s ; 

•*Y u 

€t en mettant pour u sa valeur, il vient 



du 



'(a+\/ b -£) . 



c 

ar* 



\/ b ~] 

multipliant ces coefficiens différenciels entre eux on a enfin 

èWEM 

/ c' 

V 1 -? ’ . 

On pourrait prendre encore pour exemple 
y = (a -}- V et l’on trouverait ^ ^ ^ 
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|6 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

28. On a souvent à différencier la somme de plusieurs 
Fonctions d’une variable ; quoique , d’après ce qui précède * 
il soit évident que cètte différentielle est égale à la sommé 
des différentielles de ces fonctions j nous ne laisserons pas 
que de démontrer ce théorème; 

Soit donc 

y=/* + Fx-fp.r; 

mettant x -f- h à la place de x dans ces fonctions, supposons 
que l’on ait 



y —fx -+• Kh + k'h* -f etc. -4- Fx + B/i -f B 'h* -f etc. 
•j- <çx-\-C h-j- Ch 2 -f- etCi ; 

on trouvera 

y —y = (A + B + C) h + (A' -f- B' + -f etc. ; 
passant à la limite, 

^ = A-f-B-|-Cetdy=: Adx -j- Bdx + Cdx. 



Or A, B, C étant les termes multipliés par la premièré 
puissance de h dans les développemeiis de/(x-f-flf), dé 
TF{x+h') et de ç(x-f- 7 î), il en résulte que Adx -f- Bdat 
-f- Cdx représentent la somme des différentielles des fonc- 
tions proposées. 

39. Nous terminerons ce qui précède par une observation, 
c’est que des expressions qui ne diffèrent que par des termes 
Constans , ont la même différentielle. • 

Ainsi mx + nx* -f- a* et mx -f- nx* -f- ac — bd ont la 
même différentielle; cela est évident , puisqu’un terme cons- 
tant n’a pas de différentielle. 



Des différentielles successives. 

9 

3 o. Soit^ 1 une fonction de x; si elle est différenciée, on 
trouvera un résultat de la forme pdx (p étant une quan? 
tité qui peut renfermer x). Si p renferme x, nous pourrons 



Digitized by GoogI 



\ 



ÏHÉcmÈME DE MACLAÜRIN. iff 

Imssi différencier p, et obtenir un résultat représenté par 
qàx ; opérant de meme par rapport à q , le résultat devra 
être encore de la forme de rdx, ainsi de suite, pdx, qàx , 
rdx , etc.-, sont les différentielles successives jie y. Par 
exemple , si y = ax\ on trouvera d y = Zax'dx ; donc 
p — Zax*-. Différenciant de nouveau, on a dp t= Gaxdx ; 
donc q = 6ax. Différenciant encore, àq=Gaàc\ donc 
r~ 6a. Ici la différenciation ne peut pltis avoir lieu, puisquè 
(>a est une constante. 

Les équations ' ^ 

dj' s= pdx 'donnent, en divisant par dx, ^ ~p, 

àp = qdx. . .. f . . à £±=q, 

àq = rdx. ........ — = r. 

etc. etc. 

q étant obtenu par deux différenciations successives, et 
<n divisant cbaqüe fois par dx, nous représenterons cetté 

, . d*y d'y , 

opération par , et nou^aurons — q\ de meme en 

différenciant de nouveau etW divisant par dx, nous aurons 



— r » 



dx 1 



; ainsi de suite. 



d y est la différentielle première dé .y; 
d^y en est la différentielle seconde; 
d'y en est la différentielle troisième ; 
ainsi de suite. 

Théorème de Maclaurin. 

3 1 . Soit y une fonction de x ; ordonnons-la par rapport 
è x , et supposoi^ 

y = A -f* Bx -j- C*’ + Dx 3 -f- Ex* -f* etc. . . * 06), 
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jg CALCtJt DIîTÉREKTlEL. 

nous trouverons en différenciant et en divisant par dx 

^>L = B + 2 C^+ 3Dx* + 4 Ex 3 + etc., 

dx 

^ = ....nC + a.3Dx + 3.4Ex» + etc., 

dx* 
d 3 jy _ 

'• üx i ~~ 

v etc. • 

Représentons par (y) ce que devient y quand x = o, 

par ce que devient & quand x = o, 

. I ... par ce que devient ^ quand x= o, 

ainsi de suite; les équations précédentes nous donneront 

(y) = A, (*£) = B, (5) = 2 C, (-^) = a .3D ; 
d’où nous tirerons * . . „ 

A = (y),B = (^),C = ^(^),D=^ (di) ; 

substituant ces valeurs dans l’équation ( 16 ), elle deviendra 

y = W + (£)*+ 3 (£k‘ + x ’-° 7): 

telle est la formule de Maclaurin. 

32. Pour première application , prenons y == x * 

nous trouverons en différenciant, 

(a -{- x) d.i — î.d(a-f-x) > àx 

(a + x ) 1 (° + xY 

dy i 

d’où nous conclurons ^ ‘ ç a | x)~ * 

différenciant de nouveau , nous trouverons successivement 

d 2 ^ a(a -f- x) a . 

d? — (« -+- x)+ — (a + ^) 3 ’ 

d 3 y 2 . 3 (o - 4 " x)*. q , 3 

= (a-j-x) fi (a + xY- 



dy 
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THEOREME DE MACLAÜRIff. 



*9 



Faisant- donc x=o dans les valeurs dey. de ^ , de 

J dx* dx a * 

Dotas troilverons 

.3 



\ 



w=H£)=-MS)=MB)=-^ 

substituant .ces valeurs et celle de y dans la formule (17), 

nous obtiendrons 

î 1 x , x* x 3 , 

— = -+ etc. 

• x a a J a* a* 



U + i 



33 . Pour seconde application, prenons^ =y / a % -f- bx\ 
nous avons donc 

y — (a* -f bx) *, 

fl = i(a* + 6x)‘** = i-**JL=r t i 

. “J? * 2 \/ a“ -J- bx 

d 2 v ' J- s A* 

U J U r~\ I UX\ «A* a-*° 



* dx : 



•iC a* -j- bx) “b M : 



y ( a 2 -f- bx~Ÿ 



g = i.i.a (a* + bx)^b 3 = 






V/ (a a -f- 6x) 3 
si nous faisons x = o, ces valeurs deviendront 

’*’a \dxv a 5 \dx s / a 5 * 
substituant dans la Formule (17) ces valeurs de (y), de 
etc. , On trouvera 

./TTT“ 1 bx b'x* ¥>x 3 % 

y a* -+-bx — a. — r H — -r.-r — etc.® 

• sa 8 a 5 iba 3 

34 - Pour troisième exemple , prenons^ = (a nous 

trouverons en différenciant, ; . v 



dy r 
■x- — m( 



dx 



m(a -f- xf) m ~ 



d 3 y * 

■3^= m(m — 1) (m — a) (a + r)*" 3 ; 



a.. 
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*0 CALCUL différentiel; 

faisant x^=o, la valeur de jy se réduit àa M ;done (y) ar a*,' 

et celles des coefliciens différentiels etc., noua 

donnent 

m (m — 0 0» — ■ 2 ) a m ~ 2 . 

Substituant ces valeurs de Çy), de de etc.,' 

dans l’équation ( 17 ), on trouve <»y ' .• n 

(a + x) m = a m + ma m ~ l x -f m — g ■-- - a m “* x® 
n o 

■ ,*/ * « 

jÇe la différenciation des quantités transcendantes 

35. On appelle quantités transcendances celles qui sont 

affectées d’exposans variables, de logarithmes , de siâtis, de 
• • 
cosinus , etc. . 

36. Proposons-nous de différencier d’abord a*. Soit donc 

y = o* , changeons x en x + A et y en y' y cette équation 
deviendra ^ = a x+k ou plutôt n*a 4 . 

Il faut donc développer cette expression par rapport aux 
puissances de Aj or, pour que a 4 puisse se développer par 
la formule du binôme, fe ferai a = i. -j- ô , et par consé- 
, quent a h deviendra r ■ 

O + b)>\= 1 + h \ + h (h w î) il ■ + A (A - 0 (A - a) 

. - <*£-.- ' . # v> -f- V) .. 

08 ). 



■jpiÿr 



p ? 

— “r - etc» « • • 
a.3 






* 



On ordonnera par rapport à A • mais sans effectuer cette 
opération , comme nous n’avons besoin que des termes mul-> 




DIFFÉRENCIATION DES QUANTITÉS- TRANSCEND. 2* 

tipliés par la première puissance de h , nous remarquerons, 
que si dans un produit tel que A ( h — : ) (A — a) (A — 3 ), etc., 
la partie ( A — 1 ) ( A — 2) ( A — 3 ) etc. , est composée de n 
facteurs, son développement, d’après la théorie des équa- 
tions , sera de la forme A“ -J- A h n ~ l -J- BA* - Mfr-f- N , 
et que le terme N se composera du produit des- secondes 
parties — 1, — a , — 3 , etc. des binômes A — 1 , A — a , 
A — 3 , etc.; or puisque h (A — 1) (A — a) (h — 3 ), etc. 

= A (A* -|- Ah n ~ l -j-MA-}-N), il est bien évident' 

que le terme qui contient la première puissance de A dans ce 
produit sera NA ou , d’après ce qui précède, sera (-^iX — a 
X — 3 , etc. ) A , d’où l’on peut conclure que pour trouver 
dans le développement 18, les termes affectés de la première 
puissance de A , dans les termes compliqués de ce dévelop- 
pement , c’est-à-dire à partir du troisième, on formera 
ainsi les différens coefficiens de A : le coefficient de A se 
composera du produit des nombres soustraits de A par 

y-y dans le troisième terme , çu (par dans le quatrième, 

«t ainsi de suite.’ 

Il suit de là que 

A 9 A 3 

a h =: 1 -f» (A — — -f- -g- — etc.) ^ + termes en A*, en A 3 , etc. 



Représentons (A — — -f- y , etc.) par A, nous aurons 

a h — 1 -f- AA + termes en A 9 , en h 3 , etc.; 

substituant cette valeur dans l’équation y' =. u I a h , cette 
équation deviendra 

y' z= a* Aa x h -j- termes en A 4 , en A 3 , etc. 

Si nous retranchons l’équation primitive y — a x , il res- 
tera^ — y = Aa x h -f* termes en A* , en A 1 , etc. , passant 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL. 



23 



dy 



à la limite, ^ —A a x \ et en mettant la valenr de^, 



d.a* 



“3^= Aa*. . • (19). . 

La constante A dépend de a\ car si dans l'équation 
5 “ b 3 

A = (6 — — -f-g- — etc.), 
on met pour b sa valeur a — 1 , on trouvera 



, (« — 1) 1 , (a— 1) 3 

A =(a — 1) — — + - — etc. 

v a 3 



(20). 



37. Pour déterminer la valeur de la constante A, cher- 
chons, par le théorème de Maclaurin, le développement 
dtj a x ; nous avons donc 

y — a * > 

§ = A 3 a x , etc. . 

GJir 5 

Faisons x = o , nous trouverons (y) = o° = 1 , ^ ^ = A, 

^ j-^^=3s A* , (3^1) = A 3 , etc. Substituant ces valeurs dans. 

l’équation (17), nous trouvons 

„ , Ax A 1 .!* AV 

a* = i.-f h — — 5 + etc. ; 

n 1 1.3 ' 1.2.3 ‘ * 

faisons x = 4- , cette équation deviendra 

A » 



T 

c A = 1 + i + 



î.a i.a .3 



+- etc .y 
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DES DIFFÉRENTIELLES LOGARITHMIQUES. 23 
nommons e le second membre de cette équation, elle so 

i < 

change en a A = e, d’où l’on tire a = e A ‘, prenant les lo- 
garithmes , on a 

log a = log e A = AJog e ; 



donc 



A = . . . (ai).' 

log e 



Le nombre e, dont la valeur est donnée par l’équation 



e = i + i 



+ 



-f- etc., est la base que Néper 



1.3' 1.2.3, 
choisit pour calculer ses tables de logarithmes. 

Comme la série î i — I — - — h etc. , est assez conver- 
ti .a 

gente , on peut se borner à pendre les dix premiers termes 
de cette suite , et alors on trouve que e vaut environ 
3,7182818. Si nous représentons par La le logarithme de a 
dansle système népérien, nous aurons dope a=(a, 7 1 828 1 8)^ a , 
ou plus simplement a — donc log a=loge L ‘‘ et 

log a — La log e ; d’où nous tirerons — Lcr, ce qui 

réduit l'équation (ai) à A=sL a, et par conséquent l’ équa- 
tion (19) donne 

da x — o^dx. La (22). 

Des différentielles logarithmiques. 

% 

38. Soit x le log dey dans le système dont la base est 
a ; ona^yrra*; donc (art. .36) dy = Aa*dx, d'où l’on 
tire 



d.i 



. c !y à y __. d .y lQ g c . 

Au* log a x a* log a * 
log e 



*t comme a* —y, et que x =s log y, l’équation précédent* 
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24 ' CALCt’L DIFFÉRENTIEI. 

C 

devient 



Dans le cas où l’on prend les logarithmes dans le système. 

= 1 , donc alors d. log^ = — . 



nepenen 



1 °S e 



’ log a log e 



Des différentielles des sinus, cosinus et antres 
lignes trigononiétriffues , ou des différentielles 
des fonctions circulaires. 

3g. L'arc et plus grand que le sinus, et plus petit que la. 
tangente. 

Pour le démontrer, soit AB , Gg. a, un arc qui a BE pour 
sinus et DA pour tangente, et prenons l’arc AB' égal à l’arc. 
AB. En considérant la cordaiBB' connue une ligne droite, 
BB' est plus courte que l’arc BAB'. Doi.c la droite BE, qui 
est la moitié de la corde BB', est plus courte que l’arc BA, 
moitié de l’arc BAB'; d’où il résulte que le sinus est moindre 
que l’arc. 

Pour démontrer que la tangente est plus grande que l’arc, 
nous avons- 

Aire du triangle DTVC^> aire du secteur BAB'C ; 
ou en mettant les expressions géométriques de ces aires , 
DD' X 5 AC> arc BAB' X i AC; 
supprimant [ AC de part et d’autre , il reste 
DD'> arc BAB', 
qt en prenant la moitié , on a 

DA> arc BA. 

4o. II résulte de ce qui précède, que la limite du rapport, 
du sinus à l’arc est l’unité ; car lorsque l’arc h représenté 
par AB deyieut nul , le sinus se confondant avec la taa- 



DIFFÉRENCIATION DES FONCTIONS CIRCULAIRES. BD 
gente, à plus forte raison le sinus se confond avec Pare qui 
est compris entre la tangente et le sinus; par conséquent on 

j « -, , . sin h . . sin fi 

a. dans le cas de la limite, , ou plutôt — , — = 1. 

arc/» - A 

4 *. Pour trouver la différentielle du sinus dont l’arc esta ? , 
supposons donc que cet arc reçoive un accroissement fi% 
nous savons par la Trigonométrie que 

sin (i -f- A) = sin x cos fi sin fi cos x . . . (a3). 

Retranchant de cette fonction son état primitif, et divisant 

par l’accroissement A de la variable , nous aurons 

sin (.r -[-h) — sin x sin x cos A -|- sin A cos x — sin x 



Rassemblant entre des parenthèses l'es termes multipliés par 
sin x dans le deuxième membre , on trouvera 

sin (x -f A) — sin .r sin.r(cosA — i) sin fi cos x .... 

h = h +— j-r- 

Quand A devient o , cos h — 1 devient aussi nul et 

cos fi — i , , . , o . . , 

; se réduit a - ; il convient donc de mettre ce 

h o 

terme sous une autre forme : pour cela l’équation cos* fi -f- 
sin a A = i me donne cos* A — i = — sin* A , ou (cos A — i ) 

(cos A -f- O = — sin* A; d’où je tire cos A — 1= S ’” ^ ■ : 

, cosA + i 

substituant cette valeur dans l’équation (24) , cette équar 
tion devient 



sin(x-f-A) — sin jc 



sm A sin A . sin A • rv 

-sinx j— ; . — f-cosx— , — ..,(25). 

cos A-f-i « h 



sin A 



Dans, le cas de A — o , — = 1 et 



sin A 



cos 1 



— t = o ; 



c!« sin oc 

Véquation (« 5 ) se réduit donc à — — = cosx; d’où l’on, 



i^dnit d. sin x = «ix cos x. 
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4a. Dans cette démonstration , le rayon des tables a été 
pris pour unité ; india si l’on voulait la différentielle d’un 
sinus dont le rayon serait a, au lieu d’employer l’équa- 
tion (o3), on se servirait de celle-ci : 



Fig- 3* 



. , , sin ’.r cos h -+- sin h cos x 

s<n (x -f- h) = — — 



Dans le résultat précédent, il faudrait donc restituer la 

' QX COS 3C 

constante a , ce qui donnerait d. sin x= — — pour la 

différentielle du sinus d’un arc dont le rayon est a. 

43. On peut parvenir à la différentielle «le sin x par des considérations 
géométriques ; car soit AB, fig. 3, l’arc a:; BM, l’arc h-, la perpen- 
diculaire BP sera donc sin x , et la perpendiculaire MQ sera sin (x-f-A) ; 
cela posé , plus l’arc BM = h diminue , plus l’angle M fit. tend devenir 
droit ; par conséquent, dans le cas de la limite, on peut considérer 
l’angle MBC comme droit; alors le triangle MB O dc\ lent semblable au. 
triangle BCP, puisque dans ectte circonstance ces triangles ont leur», 
côtés perpendiculaires ; d’où il suit qu’on a la proportion 



ou 

donc 



BC : CP :: BM : MD, 

r : cosx :: BM : sin(x + A) — sinx, 

sin (x-+- h) — sin X ensx 

BM = ~T '*■ 



passant à la limite et observant que, dans ce cas, la corde BM peut 

être remplacée par l’arc BM = h, l’équation précédente deviendra... .. 

d. sin x cosx , 1 , , 1 , . , 

— —, et en prenant le rayon égal a 1 unité. 



dx 



d . sin x =s dx cos x. 



44* Pour trouver la différentielle de cos x , l’équation. 

sin 1 x -f cos 1 x=iou plutôt (sin x) 1 -+- (cos x) 1 = i étant 

différenciée (art. 21) donne a sin xd.sin x -f- 2 cos xd.. 

ço3 x — O) d’où l’on tire 

, . sinx d.sin x 

d. cos x — - — — : 

cos X 
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DIFFÉRENCIATION DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 27 

jnèttant pour d. sin x sa valeur dx cosx, art. 41 , et ré- 
duisant, on a d. cos x = — dxsin x. 

45 . On obtient fa différentielle de tang x en considérant 
sinx . ... 

que tang x — — " ; dulerenciant, cette équation par l’art. 

(19), on trouve 

d. tang x = 

cos 1 x * 

mettant les valeurs de d. sin x et de d.cos x, on aura 
, /cos} x - 4 - sin 5 x\ . , 

4 - ,a "6 * = (. — zarr -~) dx; do ” c 



Cos x d. sin x — sin x d. cos x 



d. tang x : 



dr 



cos* X 



, puisque cos* x-f- sin* x = 1 . 



46 . On sait par la Trigonométrie que le rayon est moyenne 
proportionnelle entre la tangente et la cotangente, et entre 
le cosinus et la sécante, ce qui donne 

cot x = sec x = ; en différenciant la Dre- 

tangx cosx v 

mière de ces équations (art. 19), on trouve d. cot x = 

_ d.tangx dx dx 

tang* x 



gos* x tang* x 



sin*x 



; car de l’é- 



sm 



quation — = tang, on tire cos tang = sin. 

47. L’équation séc x == étant différenciée , donne 



d. séc xs' 



d. cos x 



sin x dx 
ços* x 



sin x 1 , 

•qf Ci JC ~ 4. 

cos x cosx 



COS* x 

tang x séc x dx. 

48 . On déterminerait de même la différentielle de la co- 

aéçante ; car coséc x = — : différenciant on a 

sm x 



d. coséc x —• — 



cos x dx cos x 1 



du? 



tau&x 



sin’ x sin x sm x 
coséç x dr == cot x çoséc x dx. 
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4 • 

. A l'égard du sinus verse, en différenciant l'équation 
sin verse x Cos x — 1 , on trouve d. sin verse x ~ d. 
(1 — cosx), et en effectuant la différenciation, d. sin verse x 

r= sin x dx. 



De la différenciation de quelques fondions trans- 
cendantes compliquées. »> 

5 0. Les principes précédens suffiraient pour pouvoir dif- 
férencier toute expression affecté» de quantités transcen- 
dantes. 

Soit y — al'* ; faisons b* = u , noos aurons y = a* ; dif- 
férencions par l’art. (37), nous trouverons 

p.=a'‘La = a bT La,^=b*Lbï 

du ci je 

1 

donc (art. 24) T-°i'f' = a br b r LaLb. 

du dx dx 

5 1. Soit encore y = z v ; prenant les logarithmes, on » 
log y c= v log z •, donc d. log y . =s vd. log z -f- log zdv^ 
mettant pour les différentielles logarithmiques leurs valeurs 
(art.'SS), nous trouverons 



^ = v — + log zdv, et par conséquent 
dy —y (v — -f-logzdv), ou plutôt dy = z v (v^- + log zdv). 



Au moyen de cette différentielle, on trouvera facilement 
celle de y = z‘“ ; car soit t u ■=■ v , l’équation se réduit à 
y =; z v ; or , les équations y = z v et v — t u , qui sont de 
même forme que l’équation dont nous venons de trouvée 
la différentielle, donneront 



dy = z v (v-^ + logzdv), 

Z 

dv = t“ (u^ -j- log fdn),. 

t 
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TkÉORÈME DE TÀYIOft. 229 

Substituant dans la valeur de dy donnée par cette avant- 

dernière équation celles de du et de v, nous aurons 

v * 

dy— z 1 " Q“ — -f- log z l u .{u y -}- log t du)^J = z t 'h a 

-f- u log z — + logalpg t du^. 

Théorème de Taylor . 

• * 

5a. Ayant quq d’aller plus loin , nous remarquerons que 
dans le Calcul, différentiel une expression telle que ^ £ 

signifie qu’une fonction y d’une ou de plusieurs variables 
a été différenciée par rapport à la variable x et divisée 
par dx; par exemple, si l’on avait y = ax*u 3 e 4 , l’expres- 
sion à x se trouverait en regardant u et z comme constans . 
d c , 

et en différenciant par rapport à x et divisant ensuite par dx : 

ainsi on aurait ^ — 2 axu 3 z 4 . On trouverait de même 4^ = 
dx dx 

i^ax'zV.e t == Zax'iïu*. Si l’on avait y = x a -f- z a , & 

serait ax. 

53. Si dans une fonction y déx, la variable x se change 
en x -f- b , on a le même coefficient différentiel lorsque x 
est variable et h constant , que lorsque h est variable et x 
constant. . , 

Pour le démontrer, si dans l’équation y —fx , nous met- 
tons x-f -h — x' à la place de x, nous aurons y —fx' ; la 
différentielle de fx' sera égale à une autre fopction de x' 
représentée par <px' et multipliée par dx', par conséquent 
dy' — çx'dx', ou en mettant pour x' sa valeur x -f- h , on 
aura 

dy' = <p (x -f- h) d (x + h). 

Or, le seul changement qu’apporte dans cette différentielle 
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l’hypotbèse de x variable et de h constant , n'est que dans 
le facteur d(x -f* h ) , qui se réduit à dx ; l'on a doue alors 

dy = ^(x+A)dx, 

d’où l’on tire 

j f 

♦ (26). 

Si, au contraire, on fait x constant et h variable, le facteur 
d(x -f- h) se réduit à d h , et l’on a 

dy = <p (x + h) àh , 

et par conséquent » 

^ = 9 (x 4- *0* • • • (* 7 ) î * 
égalant ces deux valeurs de <p (x -f- h), il nous vient 

dx ci/f 

Par exemple , si l’on avait y = ex 3 , en mettant x h à la 
place de x on trouverait 

= 3 a (x -f- h)\= ^ , ,* 

et par conséquent 

dy' dy' 
dx “ d/i * 

54. Les équations (36) et (37) étant différenciées par rap- 
port àx + li, donnent encore les résultats égaux 

Tgjjf- = <P' (* + *) d (X-M), 

d=v' * 

— 9' ( x "f h) d (x -f- h ) . 

Faisons h constant dans la première équation, et x constant 
dans la seconde, nous aurons 

Tjjr = 9 ' (* + h) dx, = <p' (x + //) d/i j 



*JL 

dx 



/ 
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3i 



d’où noua tirerons 



dx» “ dÀ*' 



On conclura par le même raisonnement que et 

dx* ah 1 

que #£ = *£ , et ainsi de suite. 
dx+ d/d 

55 . Cela posé, soit_y' une fonction de x 4- h ; cette fonc- 
tion étant développée par rapport aux puissances de h, 
supposons qu’on ait 

y =zy + Ah + Bh' + Ch 3 -f etc. . . . (28), 

A, B, C, etc. étant des fonctions inconnues» de x qn’il s’agit 
de déterminer. Pour cet effet, en différenciant par rapporta 
h, et en divisant par dft , on aura 

-jy-* — A 4* a B/i 4 - 3CA 4 -f- etc. ; 
ah 

différenciant ensuite par rapport à x et divisant par dx, nous 
aurons 

Ü h 4. fl? A» 4 etc 
dx — dx + k dx + dx + * 

S? 

Les premiers membres de ces équations étant égauxj en 
vertu de l’art. 53, les seconds membres seront identiques; 
égalant donc entre eux les coefficiens des mêmes puissances 
d eh, on trouvera 

dC 

-, etc. 



A _ dy T> _ dA ^ _ dB TV 

A — àï ’ ü ~ u — W» “ 4dx 1 



Substituant la valeur de A , donnée par la première de ce» 

1 d a y " 

équations , dans la seconde , oii aura B = — - ; substi- 

• 1 d 3 y 

tuant cette valeur dans celle de C, on aura C= = 

1 . a . 3 dx J 

ainsi de suite, 
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N , 

Au moyen de ces valeurs de A, de B, de C, etc., l'é- 
quation (28) deviendra 

, ’ , dy , d*ÿ h* d 3 y h 3 

y == ->" f 'S /,+ d^ni + dPTTr3' f etc -* 

« 

ou en mettant pour y' sa valeur, 

/c.+«=r + £w-g£ + g î £ B +~; 

ce qui est la formule de Taylor. 

Application de la formule de Taylor au dévelop- 
pement cji série de diverses fonctions. 

5 t>. Soit y — v/x-f-A; on a donc y = ^/x = x*» 
Donc 

àx~» x — 3 y/x* 

_i -î__ _l 1 



dx * 

.HL 5 



’* l/x* 5 



«È* 3 - si/x 4 * 

• substituant dans la formule de Taylor , on a 

V^+K= V / *+ï77^--ï 773+^7=. etd; 



* V/x 8 y/? 



57. Soit y' = sin (x -f- h) , d’où il suit que y =sinxj 
on peut donc former ainsi les coefilciens différentiels suc- 
cessifs , 

dy d’y . d 3 y dty 

-f- — cos x. — sinx, -f—. — — cos x , -e- = smx. 

dx ’ dx* cfx 1 ‘ dx* ' 

d 3 y 

x s = cos x , etc. ; 
dx* 
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APPLICATIONS DO THÉORÈME DE TAYLOR. 23 

substituant dans la formule de Taylot*, on trouve • 

, . h h* A* 

sin (x-f-n) = sin x -f- cos x- — «n x cos x — - 

v ' ' 1 î.a a. 3 

• _i_ • hK h * 

faisant x — o, alors sinxs=o etdbsx = i , et ce dévelop- 
pement se réduit à 

+ etc 

a.3^2.3.4.5' 

Si l’on prenait y' =e cos (x -f- h), on trouverait, en opérant 
comme dans l’exemple précédent , que » 



sin h h • 



t .A* , h* 

ços/l==1 _tl_ + _. 



1 .a 



etc. 



ï. n ir, 



58. Développons encore log (x*4~A) ; nous avons 
y'— log C^c A), donc = logx; 

dy ==d. logx==— , donc^==-. 

J 0 X QX X 

1 «•.'** 

On obtiendra ensuite , par des différenciations successives ; 

d^y 1 d 3 j 2 

dx“ x a ’ «dx 3 x i> 6tC ' * 

substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on a 

' , V , h h* , h 3 

log (x + A) =log x + - - + —, etc. 



3x 3 ’ 



5g. On pourrait facilement, au moyen de cette formule,' 
trouver la différentielle d’un logarithme, si cette formule 
n’eût pas été trouvée par la différenciation, mais par la seule 
Algèbre [noie première (*)]. En effet , cette formule donne 

log(x-j-h)— log x i_ h_ 

h x ax“ 



(*) Voyez les notes à lu fin de l’Ouvrage. 




I 

' 



A 
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54, CALCUL différentiel; 

passant à la limite ,on a 

d.logx 1 



ou 



dr 
d.logx= 



x 

dx 



Connaissant la différentielle d’nn logarithme, il serait aisé 
de trouver celle de a* ; car en faisant y = a *, et en prenant 
les logarithmes dans le système ftépérien , on a 

Ly = La* pu Ly = xLa, 

et en différenciant 0 

^ ~ dx Le ; 

' , * y • 

d’où l’on tire 

t.\ - ; , < dy xxyàjcLa = c I dxLa. , 

6o. On peut déduire le théorème de Maclaurin de celui 
de Taylor, de la manière suivante : on a, par le théorème 
de Taylor , 



d'.fx h • ■ d s ./x h s , 

dx 3 a.3 + etC ’ 



Jlx+h : ,=fx+^h- 
Appelons (/x) ce que devient fx quand on y fait x = o , 

0~5x0 Ce ^ Ue ^ ev ‘ ent ^~dx < l uan< * on y ar — o , ainsi 

de suite pour les autres coefficiens différentiels ; la formule 
de Taylor , quand on fera x = o , deviendra donc 



Dans cette équation , h entre dans fh comme x entrait 
dans fx , de sorte que si on change h en x , fh deviendra 
fx\ et comme il ne reste plus de traces de x, ce chan- 
gement est permis , puisqu’il importe peu de substituer une 
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toîFFÉRENClAT.DES ÉQÜAT. A DEUX VARIABLES. 35 
lettre ou une autre à A : en faisant donc ce changement on 
tro'uve * 

Ce qui est le théorème de Maclaurin. 

De la différenciation des équations à deux 
variables, 

6t. Soit 

^C*\y) —o... (29), 

une équation entre deux variables. En résolvant cette équa- 
tion par rapport à y , on trouvera^ = <pr; imaginons que 
l’on ait substitué cette valeur dans l’équation (ag) , celle-ci 
deviendra F (x,<px) = o , ou pour plus de simplicité 

/r = o, 

équation identique , et dans laquelle tous les termes doivent 
se détruire , quelque valeur que l’on donne à x. Par exemple, 
si cette équation ne monte qu’au troisième degré , on pourra 
la représenter par 

Ax 3 -fBx*-fCx-f-D = o, 

• 

et en mettant une valeur quelconque pour x, elle sera tou- 
jours satisfaite ; donc, en mettant x -f- h à la place dex, 
on aura encore 

A (x + h) 3 + B (x -f hy + C (x + h) -f D = o , 

c’est-à-dire que si l’on a/x = o , quel que soit x, on aura 
encore/(x-f-A) =o; retranchant de cette équation celle-ci 

fx x=o, il restera f (x -f- h) — fx = o ; 
donc aussi 

/•(X^) — fx_ > 

#/ ( — r 

3 .. . 
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3s CALCUL différentiel; 

Or, 

f(x + A) =fx -f- AA -f- Bh x -f- etc. , 
d’où l'on tire 

/<*+&=fr = A + BM-étc.; 



le premier membre de cette équation étant nul , on a 
donc 

d fx 

A + BA -{- etc. = o ; et passant à la limite = A =± o , 



et par conséquent d.fx— Adx=o, ou en restituant y , 
d . F (x,y) = Adx =: o. 

. Ceci nous apprend qu’en regardant y comme une fonc- 
tion de x, si l’on différencie l’équation F(x,y)=:o, on pourra 
égaler le résultat à zéro; ce qui servira à déterminer la 

valeur du coefficient différentiel ty-, comme nous allons la 



voir dans l’exemple suivant. 
Soit donc 



F (x,y) =x*-+-3ay — y % ~o... (3o); 

différenciant par les procédés ordinaires , et observant que 
par la démonstration précédente on doit égaler ce résultat 
à zérq , on a ,< 

axdx -f- Zady — 2 j'dy=o... (3i) ; 
de cette équation on tire 



dx 



a.r 

a y — 3o "’ 



(3a). 



Ça. Si l’on compare le procédé , qui nous a fait obtenir 
cette valeur avec celui que nou3 avons employé jusqu’à pré- 
sent, on verra qu’en opérant d’après cette première mé- 
thode, il aurait fallu d’abord ne^ l’équation (3o) sous la 
forme y s=/x, et par conséquent résoudre l’équation par 
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DIFFÉRENCIÂT. DESÉQUAT. A- DEUX VARIABLES. 5? 
rapport à. y, pour en déduire ensuite par la différenciation 

(jy 

la valeur de . En suivant cette marché nous trouverions 
d’abord 



*=ç±v/F+*‘. 



et ensuite, par la différenciation , 

x 



dx 



Y\ 



4 “■+*•• 



Cette valeur de ^ se présente sous une forme différente de 

celle qui nous est offerte par l’équation (3a) ; mais en met- 
tant dans l’équation (3a) la valeur de y , cette équation 
deviendra 



v/F- 

comme nous venons de le trouver. L’équation (3i) est la 
différentielle première de l’équation (3o). 

Pour obtenir l’équation qui donne le coefficient différen- 
tiel du second ordre , c’est-à-dire en divisant l’équa- 
tion (3i)pardx, et faisant , cette équation deviendra 




zx + 3 ap — zyp = o ; 

regardant y et p comme des fonctions de x, nous aurons, en. 
différenciant , 

ad X -f- 3adp — zydp — - zpdy = o ; 

divisant par dx et mettant p à la place de ^ , il viendra. 

dx 



38 CALCUL DIFFÉRENTIEL, 

d’où nous tirerons 




dp ap 1 — a 

dx 3 a — a iy'" 



(33). 



A. 



dp __ d*y 



mettant ce» 



Or, puisque p => nous aurons , 

Valeurs dans l’équation (33) , et faisant évanouir les déno- 
minateurs, nous obtiendrons 



dy (3 a — a y) = ady * — adx* . . . (34) ; 
telle sera la différentielle seconde de l’équation (3o). 

Pour avoir la différentielle troisième , on fera ~~q , et 

l’équation (33) deviendra, après avoir fait évanouir le dé- 
nominateur , 

Zaq — a_ÿq = ap* — a; 

on différenciera en regardant y, p, q comme des fonc- 
tions de x, et l’on trouvera la différentielle troisième , ainsi 
de suite/ 



63. Au lieu d’employer les lettres p, q, r, etc. , pour effec- 
tuer les opérations , on parviendrait au même résultat en 
différenciant l’équation (3i) et en mettant dy pour la diffé- 
rentielle de_y, d'y pour celle de dy, d s y pourcellede d a y,etc., 
ft en regardant dx comme constant ; on trouverait de cette 
manière 

adx 1 -t- 3 g d y — ady“ — oyd'y =o , 

a * » ' - tf 

équation qui est la même que l’équation (34). 



6 4- Donnons maintenant l’expression générale de la dif-, 
férentielle de l’équation f(x, y) —ç. Pour cela représentons 
f (x,y) par W, nous aurons , en différenciant cette fonction 



>ar rapport à x, le terme ^ dx, et en la différenciant 



par rapport afy , nous aurons ce second terme 



du 



dy;en 
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DIFFÉRENCIÂT . DES ÉQVAT. A DEÜX VARIABLES. 3g, 

sorte que à.f (x,y) ou du == ^ dx -+- ^ dy ; mais si y est 

considéré comme use fonction de x , nous aurons, en la 
différenciant, 

dyarjjZdx; 

* f 

substituant cette valeur , nous trouverons ’ • «, 

j du , dudy 

d “=c dx + ^s dx - 

65 . Si l’on se rappelle le théorèm’e démontré article (a^), 
on verra que u étant considéré connue une fonction de y , 

et y comme une fonction de x, le produit ^ dx n'est 

dy dx 

antre chose que la différentielle de u prise par rapport à x 
renfermé dans y . 

66. La différentielle totale d’une fonction de x et dey 
étant donnée par l’équation du = dx ^ dy , on a 

nommé les expressions dx, ^ dy les différentielles 
partielles de u. 

De même, si uest une fonction de trois variables , x ,y, z, 
indépendantes , nous aurons , 



du 

dx 



dur^dx-f^dy + ^dz,. 



du 

di l 



et les termes ^ dx , ~ dy , ^ dz seront les différen- 
tielles partielles de u. 

67. Nous avons vu (art. 5 a), qu’une expression telle que 
dy . . 

— , indiquait que la fonction y avait été différenciée par 
rapport à la variable x* et divisée ensuite par dx; il suit 



d if Google 



4o . CALCUL DIFFÉRENTIEL.' 

de là que si l'on a l’équation & = A, et qu’on en tire 



_A 



■‘-S- 



on ne peut, sans démonstration , en conclure que 

■» *■ ■ « 

d.r 

x = A — ; 

dv 

• , 

car, dans cette nouvçlle équation, la différenciation n’est 
plus faite par rapport à x , mais par rapport ky\ et l’on 
ne sait pas si dans cette nouvelle hypothèse de différencia- 
tion le résultat est le même» 

Pour lever cette difficulté, on a démontré (art. 24) que 

L. . 1 . ’ ** * 1 

dv dv ày 

dr i dy <tr* 

Si dans cette équation on fait v = x , elle devient 



d’où l’on tire 



dx dy 

’ “ dy dï» 



àx_ 

à y~ 



1 , 

I' 



ce qui fait voir que le changement d’hypothèse de différen- 
ciation s’accorde avec l’Algèbre. 

68. Voici comment on pourrait démontrer directement, que dans la, 
nouvelle acception que donne le signe de la division à "la fraction 
l’dquation suivante a lieu 

dx 1 



dy 



Soit. 



■57 

dy 



A-f-BA-fjCét* -f-etc. 
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MÉTHOD^ DES TANGENTES. 



4* 



ÿ—y A -f- BA -f- Ch' -+. etc. 



Effectuant la division , on développant à l’aide du Théorème de 
Maclauçin , on obtient * “ 






y— y. 

Passant h la limite , on a 

Ar 



B , 

■ -t h ■+. etc. 
A 



dx_ t 
A : 



et comme ^- = A , il en résnlte que 

<hr?_ i 
ày~ cly 

'' dx' 






, De la méthode des tangentes. 

6g. On appelle ainsi la méthode qui donne les expres- 
sions différentielles des tangentes, sous-tangentes, normales 
et sous-normales. Soient x et^ les coordonnées d’un point 
M , fig. 4, pris sur une courbe; augmentons l'abcissse. . . . Fig. 4- 
AP = x d’une quantité PP' = h , menons l’ordonnée P'M' , 
et par les points M et M' faisons passer une sécante M'S. Il 
est certain que plus PP' diminuera , plus PS tendra à se 
conf'uidrf avec la sous-tangente PT, jusqu’à ce qu’enfio 
PP' = h devienne nul ; PT sera donc la limite vers laquelle 
tendra PS. 

Cherchons maintenant l’expression analytique de PS pour 
en prendre la limite : les triangles semblables M'MQ, MSP. 
donnent la proportion , 

M'Q : mq :: mp : PS, J 

ou M'Q : h :: y : PS; 

donc 



PS — 

” — M'Q* 



■. rj i'i S 









: — 
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calcul cirrÉiyERtiEt; 

Pour déterminer M'Q, nous avons 

M'Q = M'P 7 — MP ; 

MP =:y , =f(x + h); 

donc 

M'P' =y+ÿ-h + p^ — + etc. 

J dx ^ dx* 1 . a * 

D’une autre part 

MP==y, 

Si nous retranchons ces équations l’une de l’autre, il noue 
viendra 

M'P 7 ~ MP ou M'Q =^- h+ 4^ — + etc. 

x dx ^dx* 1 . a 

Substituant cette valeur dans celle de PS , nous trouverons 

h y 



PS = 



dy. 

dx 



letc. 
dx* 1.3 



et en divisant les deux termes par h , 



PS = 



à jy 4_^:* + etc* 
dx + dx*a + 



À la limite A = o , et PS se change en PT , qui noue 



donne PT = ^-,ou (art. 67) PT =_y ou plutôt 



de 



d .y 



4y’ 



dr' 

PT =/ — sous-tangente, 

y - # 

en représentant parx' et par y' les coordonnées du point Mi. 
Fig. 5. 70. Si à ce point M, Gg. 5, nous menons une perpendi- 

, culaire MN sur MT, la sous-normale sera PN. Pour la dé- 

terminer, nous aurons 

* pt : pm :: PM ; PN, 
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MÉTHODE DES TANGENTES.' 
dr 

v' — * v' ■* v' * PN 

y A»' ^ •* y • rr, > 



& 



donc 



dy 

• II. 

dy 

PN = y' -f— 7- = sous-normale. 

J dx 

A l’égard de la tangente et de la normale, nous avons 
MT= i/TP'+PÂT 1 , 

tangente = + /“=/ \/ ^ + »i 

MN = y/ PN» -f PM*, . 
normale = \J +/*=/ v/^+ u 

71 . Pour trouver l’équation de la tangente , soient x' et y', 
les coordonnées du point de tangence M -, l’équation de la 
droite MT, qui passe par le point M, pourra donc être re- 
présentée par 

y—ÿ-= A (*—*')• 

Dans cette équation , A étant la tangente trigonométrique 
de l’angle MTP, cette tangente trigonométrique aura pour 
PM 

expression pjv ; car on a • 



ou 



ou 



donc 



PT : PM : tang. mtp = 



if - , 



tang. MTP = ^ ^ 

P 1 sous-tang. 






, dx' dx' * 

y w 



substituant cette valeur de A dans l’équation de la tangente, 
çette équation devient. 

dy' 

y — y' = ^7 (x — x’) t équation de la tangente . 
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dr'. 



Celte de la normale sera donc y — >y' = — ^-(x — x'), 

Application des formules précédentes à des 
- . exemples. 



7a. i°. Trouver la sous-tangente de la parabole. L’équa- 
tion de la parabole étant y % — px, on en tirera, en la diffé— 
rendant, « 

■\ • ayày-=pàx t _ 
et par conséquent- 



dy __ £ 

dx a y' 



Or x' et y' étant les coordonnées du point de tangençe, iï : 
faudra donc , pour avoir le coefficient différentiel qui cor- 
respond à ce point , accentuer x et y ; ainsi nous aurons 



d y _ P _ 
dr' ay’ ’ 

substituant cette valeur dans celle de PT, nous obtiendrons 




et én mettant px' à la place dè y ,% , cette équation de- 
viendra 

PT ou sous-tangente = ax'. 

9 

a*. Trouver la sous-normale de r ellipse. L’équation 
b*x % -f- a? y* = a“A* de l’ellipse rapportée an centre étant 
différenciée, donne 



. aidxdx -{- aaydy = o, 

d’où l’on tire 

dy' i* af 

àx' aty ' 



N 
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ASYMPTOTES DES COURBES. 4 5 

mettant cette valeur dans celle de la sous-normale PN on 
obtient 

* 4 * 

PN ou sous-normale = x . 

a* 

3°. Trouver V expression delà tangente au cercle. L’équa- 
tion qui est celle du cercle, étant différenciée, 

on trouve pour le point de tangence x',y', * ' 

dv' od 

ûx'~ y 

Au moyen de cefte valeur, on réduira l’expression de MT à 

tange,ite =ÿ\/Ç % + i=y'\f = ^ : 

Des Asymptotes des Courbes. 

?3- L’expression AT , fig. 6 , de la distance du sommet de la conrbe F*S- 
au point de tangence , se déduit fuciiemcnt de l'équation de la tan- 
gente; car si le sommet A de Ja courbe est pris pour origine , la droite 
AT sera la distance de ce sommet, au point ou l'ordonnée MP sera 
nulle. 

L 'équation de la tangente MT étant y —y 7 = {x — x') , il suffira 

donc de faire jrz=o f dans cette équation, pour que la valeur de x, 
qu'on en déduira , soit celle de AT ; nous obtiendrons, de cette manière , 

Telle sera la distance de l’origine , au point oit la tangente coupe l’axe 
des x. Pour connaître la distance de l’origine, ati point où la tangente 
coupe l’axe des y , il faudra calculer AB; or , AB étant l’ordonnce y, qui 
correspond à x = o, dans l'équation de la tangente, nous aurons, danr 
cette hypothèse, 

AB ^'~d7*' 

Supposons maintenant que a' devenant infini, les valeurs de AT et 
de AB , fig. 7 , conservent des valeurs finie» ; on en conclura que la Fig. 7 . 



en 
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droite TL ne rencontrera la courbe qu'à une distance infinie ; donc TL 
sera une asymptote à la courbe. 

-4 Prenons pour exemple l’équalioi^r’ = mi -f-m*; on tirera de 
cette équation , 

dr 7 m-binz' 

t 



donc 



AT = a y - 



»y* 



djc' a/ 7 

Wj' -f-anx'*— or 7 * 



\ 



mi' 



ni -f-anx' ' 



m -+- un a' 



- ana 1 



'?* 



. _ , ma' -4- ana'» ay 7 » ~ ma- 7 — anx 7 » 

AB=y a? — ^ » 

mettant pour y 7 sa valeur , et réduisant , on trouve « 
ma' . _ mr' 



AT: 



m -f-ana' ’ 



AB = 



a V' mix 7 +n»'* 
divisant les deux termes de ces fractions par a 7 , on obtiendra 



AT = — 



m 



m . 

-J + ™ 



AB = —■= 



V 

Lorsqu’on fait a/ = », ces valeurs se réduisent à 



la 



liai 



AT = — — , AB=~...(35)j 
an aV« 



tvs» ( î»le^ 
il VA 
alUOs 

:ôl • ' 



donc la courbe sera susceptible d’asymptotes , pourvu , cependant , que 
n ne soit ni négatif, ni nul ; car si n était négatif , la valeur de AB , 
donnée par la seconde des équations (35), deviendrait imaginaire; or, 
dans le cas où n est négatif, l’équation appartient à une ellipse. Cette 
même équation serait celle d’une parabole si n avait pour valeur zéro ; 
mais, dans eette hypothèse, les équations (35) nous montrent que 
AT et AB deviennent infinis, ce qui prouve que la parabole ne peut pas 
avoir d’asymptotes. 

De l’Équation du plan tangent à une surface courbe , et de 
celle de la normale à cette surface. 

^5. Soient f (x,f, *)==«» l'équation d’une surface courbe, et. . 
Ax H- Br + Cs -H D = o , celle d’un plan. Si le point de tangcnc* 
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. ÉQUATION DU PLAN TANGENT. ifr 

M a . pour coordonnée x', y*, z\ ces cordonne’es devront satisfaire k 
l'équation du plan , et l'on aura par conséquent 

Ax’ + B/' ■+■ C z 1 -f- D = o. 

... è ■ - - ' 

Éliminant D entre cette équation et la précédente, on trouvera, pour 
Téquation du plan assujéti A passer par le point x , ,jr'^t', 

A(*-*')+B (/-/)+C(*-*') = o...(36). 

Menons , par le point de tangence x', y, z’, un plan parallèle au plan 
des x , z ; ce plan coupera- la surfacè suivant une courbe MC, fig. 8, Fig- 5» 
et le plan tangent suivant une droite ML ; cette droite ML devra être 
tangente A la courbe MC , autrement le plan tangent couperait la sut face 
courbe. 



L’équation de la droite HJL peut se déduire de l’équation (36): car 
cette droite ML étant l’intersection du plan taugent , par un plan paral- 
lèle an plan des x , z , a , dans tous ses points , des valeurs égaies pour y ; 
et comme le poin t M Tst sur cette droite, on a donc/ —y'j ou/ — /'=o. 
Ce qui réduit l’équation (36) A 



A (j — x') +C (x — s')= o. 



Cette éqnation exprimera donc la rélation qui existe entre les coordonnée» 
z et ar d’un point quelconque pris sur la droite ML , et par conséquent 
sera l’équation de celte droite. On pourra l’ecrire ainsi: 

U, • - 



D’une autre part, l’équation de la courbe MC s’obtiendra de mémo 
en regardant J- comme constant, dans l’équation de la surface courba 
/(s.y. a-) =o. 

Si l’on veut exprimer maintenant la condition que la droite ML soit 
tangente A la courbe MC, il faut donc (art. 71 ) que le coefficient do 

(x-x')de l’équation ( 37 ) soit égal à la valeur de ^ tirée de l'équar 



lion de la courbe MC. 

Or , l’équation de cette courbe étant celle de la surface dans laquelle on 
ferait y constant , il suffit de différencier l’équation de cette surface, et 

d’en tirer ^ ; car, d’après l’art. 5a , la notation ~ suppose qu’on a 

regardé/ comme constant dans la différenciation. 
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U suit de lh , qu’en accentuant z' et après avoir opéré', on a, pont” 
la condition que ML soit tangente k MC, ■ . j , 

_J=g, O. pli.». A=-Cj?j..<38), 

Si l’on mène ensuite, parlé point M, nn plan parallèle an plan des 
g t y f ce plan cotisera la surface suivant une courbe MD , et le pian tan- 
gent suivant une droite MN. ^ . 

On démontrerait , comme précédemment, que cette droite MN doit 
Are tangente à la courbe d’intersection MD , et que , pour tous les points 
de cette droite MN, le^ abscisses étgnt égales , on doit avoir x — x'= o,. 
ce qui réduit l’équation (36) 



d’oii l’on tirera 



B(r— y)+t (z— 2')= o> 



-a'=-|( r _ r '). 



Cette équation étant celle de la droite MN, on exprimera la condition 
que cette droite est tangente à la courbe MD , en égalant le coefficient de 

de' i 

■y — y au coefficient difierentiel jp tiré de l’équation de la surface , et 



l’on aura 



et par conséquent 



B 

c : 



(W 

z ,iy 



B=-C^...(39). 



* l4‘ 



Si l’on substitue dans l’éqnation (36), les valeurs de A et de B , 
données par les équations (38) et (3p) , on trouvera 

-Cjp (x-sO-Cgp (y-/) +€ (« -*') = 0, " 

d’oii l’on tire , pour l’équation dn plan tangent an point x',y’, z', 

76. Cherchons, par exemple, l’équation d’un plan tangent h la sphère. 
Ls coordonnées du centre étant a, b, c , la sphère aura pour équation 

(x — «)*+(/ — b)’ + (* — c)> = r>j 
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ÉQUATION DU PLAN TANGENT. 4 g 

on trouve, en différenciant, 

(x — a) dx-+- (y — b)Ay-\-{t — e) dx=o, 
d’où l’on déduit , d’après la notation Convenue (art. 5 a) , 

dî a — x dx < b — y 

dx •— c ’ Ay z — c 

Donc l’équation du plan tangent à la splière, au point dont les coor- 
données sont x’tÿ, z', sera 

s - 2 ' = (x — x / )+^p^ (y— /)• 

* — c , - — - c 

1 « 

77* Si ce plau passait It l’extrémité du diamètre vertical, on aurait 

x' = a, y— b, i'ac + r. 

Ces valeurs réduiraient l’équation du plan tangent ls = c + r, ce qui 
est l’équation d’un plan parallèle au plan des x, y. 

78. Les équations de la normalo au point x', y', z' peuvent se déduire 
facilement de l’équation du plan tangent. En effet, par la Géométrie 
analytique (voyez ma Théorie des Courbes du second ordre , pag. 278) 
on sait uue si l’on a les équations 



* Ax -J-Bj'-I-Cs -f-D = o... (41) , 

x = az -hcc I 

y — bz 

la première étant celle d’un plan, elles deux autres celles d’nne ligne 
droite, les conditions necessaires pour que cette droite soit perpendicu- 
laire au pian , sont qu’ou ait 

A = «C, B = AC. 

Si, après avoir fait passer tous les termes de l’éqnation (^o) du' plan 
tangent dans le premier membre, on la compare à l’équation (4t) ,on 
tiouvera, en égalant entre eux les coefficient de x , Aey et de x, 



Doue 



a- d -' r- Asf 

A — dP> B Âÿ> C — '• 



dx' dz' 

«— d;t /> ay ; 



substituant ces valeurs dans les équations (42) , on obtiendra 
Az' Az' 
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Le point x', y', ~ «levant satisfaire h ces équations, puisqu'elles appar- 
tiennent à uu point de la droite, on a encore 

/ d*' , •. « , dr' 

^ ~~ àx' Z + “’ ^ ~ dj- / * +f ’ 

éliminant a et C entre ces quatre dernières équations, on trouvera, pour 
les équations de la normale au point x 1 , 

Des fonctions qui, pour une valeur de la vandble, 
deviennent f . 

? . F x O 

79 . Lorsqu’une fraction telle que — devient - en y Substituant One 
valeur de x que je représenterai par a , c’est un indice que les'denx termes 
de cette fraction ont x — a, ou, en gémirai, (x — a) m pour facteur 
commun ; s! l’on pouvait l’ôter, on aurait la vraie valeur de la fraction. 

Supposons donc que x — a soit m fois facteur dabs Fx , et n fois fac- 
teur dans px (sauf, si le cas l’exige , à supposer <}ue m et n soient égaux 
•b l’unité ou à zéro), nous pourrons écrire 

Fx = P(x — a) m , *x = Q(x — a )*. 
donc ïf = ^ (x — a)— * (43). # 

Par la différenciation, nous trouverons 

d.Fx dP . _ , . 

-jJ- — (* — a ) m + «P (* — a)— • 

d.Fx 

Rcmarqtfofts qUe cette talent de — — se compose de deu* termes , 
dont l’un contient nne puissance de x — a , moindre d’une Unité que 
celle qui entre dans la fonction. Par la même raison , en prenant le coeffi- 
d. Fx 

cicnr différentiel de — j — , on trouvera un terme affecté de (x — a)», un 
Autre de (x — et un troisième de (x — ù)" -1 ; ce dernier termè 
sera m (m — i ) P (x — a)" 1- *. En continuant ainsi , on verra que chaquè 
nouvelle différenciation reproduit des termes affectés des mêmes puis- 
sances de (x — - a) , «jue celles qui étaient renfermées ditos la fonction dif- 
férenciée , plus un terme dans lequel la puissance de x — a est diminuée 
d’une unité; ainsi, en prenant les CoefEciens différentiels successifs, U 
terme qui con tient la moins haute puissance de x — a sera 
b la première différenciation mP(x — a) m ~ 

b la seconde m ( m — i) P (x — 

à la troisième. . . m {ni — »)(»» — a) P (x — a ) m ~ *, 

b la n i,m, .. y% jn(m— l) ...P (x — fl)™ - ». 
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*. be sorte que le coefficient différentiel de l’ordre r de Fx , sera de cette 
forme , 

% 

—X- ( x ~‘ “ )"+ X' (x— a)'—* -f X" (x— a)»-’ -f. x*(x— a)—».,.. 

H- m (m — i) (m — a) . . . P(x — a) m ~ r . 

Ce que nous disons de Fx pouvant s’appliquer à ?jr, nous trouverons 
poui;la différentielle de l’ordre r de la Traction proposée , un résultat Je 
cette forrtie , 

d'.Fx 

Xjx— n)» 4 - X' (x — a)"-'... 4- m (m — i)... P (x — a) m ~ r 

z (*— a J “ -r Z' (x— «}—... + « (n— 

dx' 

80. Cola posé, considérons trois cas: 

. i«. m = n; a». m>n; 3 ». m<n. 

Si m = n, et que le nombre r de différenciations effectuées soit 
égal à ni , les binômes (x— a)—- et (x — q)— ' se léduisent chacun k 

(x—«)°, c’esi à-dire à l’unité ; à l’egard dis autres biuomes (x a)", 

(x — O;”—*, etc-, (x r-«)*,.(x— à )*~‘ * etc., ils sont nuis dans l’hy r 
politise de X = « ; ainsi , tous les termes , hors le dernier du numérateur 
elle dernier du dénominateur, s’évanouissent, et l’équation (4^) devient 
d m . Fx 

i= ”«('»— — P _ JP _ Fx 
" ( « — i) («— a):. . Q ~ Q .fx" 

dx”> 

Dans le second cas, qui est celui oh l’on attira, si le nombre r de 
différenciations effectuées est t-gal à n , le binôme (x — a)’~ r se réduit à 

l’unité, parce que son exposant n — r est nul. Les exposans n t 

« — a , etc. , m — i , m — a , etc. , des autres binômes , étant plus grands 
que n — r, sont positifs; par conséquent, ces binômes se réduisent 
chacun à zéro lorsqu’on fait x—a; tous les termes s’cvanoiiisscijt 
donc, dans cette hypothèse, hors celui où entre (x — a)’~ r , et l'équa- 
tion (44) sc réduit à 
d». Fx 

dr* O O 

d’ex n(n— i)...Q(x — a)’~ r n (n — i). . IQ "" °‘ ( ‘ 

dx" 

Ce'té valeur est tionc un indice qu’on a m > n , cas où l’équation ( 43 ) 
se réduit à zéro. Enfin , si l’on a m < n , le nombre r de different iatioui 
ekecutées, étant pris égal à m, tous les termes s’évanouissent , hors 1« 

4 -: 
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■terme m (lit — i) . . . J* (x — a)®, et il reste 
|K_Fx 

<!jr m _ m (m — i). . . P 

(I m . sx ' * o 

dx" 

cette valeur annonce donc que m snrpasse n , cas où le second membre de 
l'équation 43 est infini. 

81 . De ce qui précède, résulte celte règle : Lorsqu'on veut déter- 
miner la vraie valeur d’une fraction « — , qui devient - par une 

valeur donnée à la variable , on différenciera séparément les deux 

d . Fjt 

termes de celle fraction, et ensuite on examinera si les résultats -jj — 
et se réduisent aussi à zéro , par la valeur hypothétique de la 
variable ; si cela est, on prendra les coeficiens différentiels des ex- 
pressions — j -— et — j — , et l'on verra si, dans la même hypothèse 

de la variable, ces coeffioiens différentiels se réduisent chacun à 
zéro ; en continuant ainsi cette vérification , si ton trouve , après un 
certain nombre de différenciations , que les deux termes de la frac- 
tion ne s’évanouissent point par la valeur donnée à la variable , celte 

, . ' Fx 

dernière fraction sera la vraie valeur de — ; mais si le numérateur 

seulement devient o par la valeur de x , texpression fe sera nulle ; 
enfin , si ce n'est que le dénominateur qui s’évanouisse par la'valeur 

de x , texpression — sera infinie, 

#x 

8 a. Prenons pour exemple la fraction “ * . 

Fx x’ — b* 

7x~ 4'x— Tÿ 

cette fraction devenant - lorsque x = b , si nous voulons en avoir la vraie 

* • *.*■. 3x* 

valeur , nous différencierons ses deux termes , et nous obtiendrons j 

4 

et comme les deux termes de cette fraction ne deviennent pas nais dans 

l’hypothèse de x = b, la vraie valeur de la fraction proposée, lorsque x—b, 

• 36* * - 

est donc — . 

4 

83. Nous prendrons encore pour exemple la fraction 
• ...... x* — 3x •+■ a _ , 

— 6 x* ■+■ Sx — 3 ’ 
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•eue fraction se réduisant & - , lorsque jr = i , nous différencieron* se* 

O 

deux termes pour en obtenir la valeur , et nous, trouverons 

3x* — 3 

. 4* 1 — iax-f-8’' 

les deux ternies de cette fraction étant encore nuis dans l’hypothèse de- 
*•= i , nous différencierons encore, et nous obtiendrons 

6x ' 



îa-r’ — ta 



le dénominateur seul se réduit à zéro lorsque l’on fait x r= t ; donc la> 
fraction proposée , dans l'hypothèse de X = », est infinie. 

84- Si l’on appliquait la même règle à la fraction 

a* — A* a 



qui devient - , dans l’hypothèse de x = o , on trouverait, en différenciant 
les deux termes de cette fraction, 

- . r; ' 

a* log a — A» log A 



expression dont le numérateur ne devient pas nul lorsque ar = o, et; 
qui , par conséquent , donne log a — log b pour la valeur que prend la 
fraction proposée lorsque x = o. 

11 est bien évident que le facteur commun aux deux termes de la frac- 
tion proposée est x — o , c’est-à-dire x ; mais comment reconnaître ce 
facteur dans a*— -A* ? Pour y parvenir , nous remarquetons que , d’après, 
Partiels (37), 

. x A>r> . 

a* = 1 4 . A - -1 f-etc. , 

lia , 

. _ .r B’.r* 

b* — r -f- B - H h etc-i 

1 1 .a 

donc en prenant la différence 

a* — A* = ( A — B)x + x* -h et e. , 

i.» 

et l’on voit que x est facteur commun de a 1 — A*. 

85. 11 ne faut pas cependant croire que la règle qne nous venons de 
donner suffise pour tous les cas : la démonstration précédente est fondée- 
sur ce que 1rs exposans m et n sont des nombres entiers; mais s’ils étaient- 
fractionnaires , on ne pourrait obte^r , par des différenciations succès-». 
siyes, un tenue ou x — a se (couvât élevé à la puissance o; par cotisé-» 
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quent , on no pourrait, par lo procédé que nous avons employé, dégager 
là fraction du facteur commun. . ' 

Soit donc pour plus de généralité', l’expression 

F.r P(x — n) a -+• Q (.r — «j^4-R(x — aŸ -+• etc. 

,X P' (x — af' -h Q'(x — af + R' (x — a? + etc. 

dans laquelle a . , C,y, etc., sont positifs et croissans, ainsi qne 
C, y, etc. Cette expression se réduisant Jt - lorsque x — a , nous .pour- 
rons , an lieu de changer x en a , changer rena + A, en nous réservant 
de faire h = o , après avoir réduit; alors l’hypothèse sera la même que si’ 
nous eussions fait immédiatement x = a , et nons aurons 



Fx _ Ph*-f-Qh C +Rfe V 4- etc- 
P 'h a '+ qhf-b R7i V 4- etc. 



....(45). 



F.n considérant et et ce', qui sont les plus petits ^exposans dans chacune 
de ces suites, il peut arriver trois cas: t 

t°. *>*'j a”. *=«'; 3®, 

. a' 

Dans le premier cas, en divisant par h les deux termes de la frac- 
tion (45), on jt " ! • • • ' 

Fx PI * “ ‘+ Qh C ~ X '-bW, y ~ *4- etc. 



f* 



P'-t-Q ’h e ~~ a 



+R7t> 



-1- etc. 



(46); 



par hypothèse , a surpasse a’, par conséquent le nombre a — a' sera po- 
»itif; h plus forte raison f — a', etc., y — a! le sont aussi, puisque' 
a, (,y, etc., vont cp augmentant; C — a', y' — a', etc., seront aussi 
des quantités positives, par la raison que les expressions a’, C, y’, etc., 
allant en croissant , *' est moindre que C, que y' , etc. Cela posé , si Ton ■ 
fait h ~ o, tous le* termes du second membre de l’équation (46) s’éva- 
nouissent , hors P'j donc cette équation se réduit alors à 

■ ' .• ■ ‘t \ . f. 

Fx o 



»x — P' — °' 

’ " ■ g gf 

Dans le second cas. , oîi a = a', le terme P/i se réduit à Pli 0 = P ; 

donc, d’après l’inspection de l’equation (46), on voit que, lorsque. 

Fx ., . . P ' ’ 

x = a , — se réduit à — 
fx r 

Enfin , dan» le troisième cas, oit l’on i«<«, en divisant par if, on 

• As 



Jigitized by Google 



DE LA FRACTION 
écrira ainsi l’éqnation ( 45 ) : 

Fx _ P + QA C ~* 4 - R h y ~ * + etc. 



s 53 






, c — < 



P'/.“ “-4- Q'h" “ ■+■ R'A V " -f- etc. 

CJt l’on voit que l'hypothèse de h = 0 réduit cette équation h 
Fx^P^^ 

*x o 

86. Prenons pour exemple lu traction 

(x* — 3 OT+ae’) 1 
• - (xî — a*)* 

qni , lorsque x = a , se réduit à -. Si dans cette fraction on met a -f- h. 
à la place de x, elle devient , 



(A* — nA) 3 



(h - «? h' 



( 3 a*A + 3 aA* -l-.A 5 ) 1 ( 3 a* + 3 nh -+- A»)* /t* 

(h — a)*A* (A — a)* A ** 



(3a* -4-3«A ■+• A*)* (3a*+ 3aA A*)* 

•visant A = o, on obtient r. - 

g* o _ 

M (3.* • 

• V 

67. Si une valeur de x rendait infinis les deux termes de la fraction 
Fjt 

— , ou diviserait ces deux termes par Fi X px, et l’on aurait 
fx * ^ 



r 



Fx 

»ar 



•=£X 

1 

Fx 



88. Enfin , si l’on avait un produit MW , dans lequel l'hypothèse d« 
x = 0 rendît l'un des facteurs nul et l’autre infini ; soit M le facteur 
qui devient nul par la valeur de x , qui rend N infini ; on écrirait ainsi co- 
produit : 



MN = r * 

N 



->U0 



M 



Et comme alors ^ serait 0, l'expression — se réduirait i -f 

N 



a af'l 

rar:VI 

1 
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Des maxima et minima , dans les fonctions et une 
seule variable. 

89. On peut, dans la série de Taylor, donner une valeur 
à l’accroissement h , telle que l’un des termes de la série 
devienne plus grand que la somme de tous ceux qui le sui- 
vent. En effet, cette série étant représentée par 



« -t- dx , a *r 



dy 3 h 3 , * 

— = -f- etc. , 



y ^ dx " T dx* a dx 1 3.3 

* t • f 

si l’on veut que & , par exemple , devienne plus grand que 

la somme de tous les autres termes , écrivons ainsi la partie 
de la série comprise depuis ce terme : 



/ dy 
\ dx 



d'y h 
dx'a 



d’y hf 
dx 1 2.3 



î : ) *•••• ( 47 )- 



_ j r • 1 1 • d*y h , d 3 y A* 

Or, quand on fait k = o, la partie dx* il? etc ‘ 

s'anéantissant, on conçoit qu’elle peut êtra rendue aussi pe- 
tite qu’on voudra, lorsqu’on prendra h très près de zéro, et 
dy 

être alors surpassée par qui est indépendant de h. Soit 
donc Z ce que devient dans ce cas - -f- etc. La série. 
(47) se réduit à -f- Z^A; et comme alors on a ^ > Z, 

dy t t * > 

ou j-A > AZ , en multipliant par A , il en résulte que le 

dy • 

terme ^A est plus grand que la sômme de tous les suivans. 

On démontrerait la même chose pour tout autre terme à 
l’égard de ceux qui le suivent. 

90. Soit y = fx, une équation entre deux variables. On. 
peut toujours considérer cette équation comme celle d’une, 
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DES MAXIM! ET MIKIMA. 5 J 

courbe dont les différentes valeurs de la fonction^ seraient 
les ordonnées ; on dit que cette fonction y est à son minimunv 
lorsqu’après avoir diminué successivement, elle est sur le 
point de recommencer à croître. 

Soit , par exemple , la 'courbe MBN , Gg. q , qui a pour Fig. g 
équation_y= t-f-cx’ - , onvoitqueles ordonnées mp, m'p, etc., 
vont en diminuant jusqu’au point B ; mais que depuis 
ce point, les ordonnées qn , q'n' , etc. vont toujours en 
croissan*|insi l’ordonnée AB estle minimum de la fonction^. 

91. Un dit de même qu’une fonction y est parvenue à 
son maximum, lorsqu’aprèss’être accrue successivement, elle 
est arrivée au point passé lequel elle commence à décroître. 

La courbe CDE , Gg. 10, dont l’équation esty = b — ex 1 , 
nous présente un exemple de ce cas au point D , puisque les 
ordonnées qui suivent et précèdent immédiatement AD, sont Fig. 10. 
plus petites que ADicette ordonnée AD estdonc un maximum. 

92. Il y a des courbes qui n’ont qu’un maximum, d’autres 
qu’un minimum ; quelques-unes ont l’un et l’autre ; d’autres 
n’en sont pas susceptibles. 

On voit, par exemple, que la courbe»MBN, Gg. 9, dont Fig. g. 
l’équation est y — b cx‘, ne peut avoir un maximum 
puisque, d’après la nature de son équation, les ordonnée^ 

Vont toujours en croissant. 

Le cercle CBD , Gg. 1 1 , dont l’équation est 

o* = (y — 0 )* + (-* — -)*, 

a un maximum et un minimum , qui correspondent à lar 
même abscisse AP : le maximum est PD, et le minimum Fi S- ,f - 
est BP. # 

g 3 . Lorsqu’une fonction y d’une variable x, a un maxi- 
mum ou un minimum , ce maximum ou Ce minimum serait • 
déterminé, si l’on connaissait l’abscisse qui y correspond : 
par exemple , si dans une courbe dont l’équation esty = çx , 
qn connaissait la valeur a de l'abscisse x , qui correspond 



1 



\ 
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au maximum on au minimum , il suffirait de faire x = a, 
dans l’équation y = <px, pour déterminer la valeur dey- , qui 
est le maximum ou le minimum demandé, 
fij. îa. Soit donc_y=yx, une ordonnée PM , Gg. 12 , quj 

est parvenue à son maximum ; Si l’abscisse AP reçoit un 
accroissement h représenté par PP' , et qu’on porte aussi h 
de P en P", on aura, pour les conditions que PM soit un 
maximum , - ' 



P'M' < PM , 
ou 

f(x + h ) </x. 



P'M’ 



<P^| 



f(x — h)<fx. 



Fig. i3; Si au contraire PM, Gg. i3, est un minimum , en repré- 
sentant la valeur de x, qui correspond au minimum par 
AP , et en prenant PP' = PP" = k , nous aurons pour les 
conditions du minimum, 



P'M' > PM, 
ou 

• /(X + h) >fx, 



P"M" > PM. 
f(x — h) >/x. 



Ainsi, lorsque f(x + /i) et f ( x — h), seront en même 
temps plus petits que fx , il y aura un maximum , et si ces 
deux fonction? sont en même temps plus grandes qu efx, il 
ÿ aura un minimum; enBn,si l’une de ces fonctions est plus 
grande et l’autre moindre que fx , il n’y aura ni maximum 



ni minimum. 

t)5 . Cherchons donc dans quels cas ces conditions peuvent 
être remplies : pour cet effet, nous avons, par le théorème de 
Taylor, 



/c* + h) = jm- g* + + etc - W8 >- 

D’une autre part , si dans cette formule on change h en — h , 
on trouve 



xr dy , . dy 7i* d 3 V P . . 

f ( x — h) ~y — + j - — * -f- etc. (4a). 

.. dx dx“ i.a dx J a.3 . 
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Pour que_y —fx soit un maximum ou un minimum , il 
faut doue que ces deux développemens soient tous deux plus 
grands oti tous deux moindres que .y ; or, cela ne peut être, 

à moins que ^ ne soif nul. En effet, si l’on donne une 
valeur très petite à h , on pourra toujours faire en sorte que 
^■h surpasse la somme algébrique de tous les termes qui lq 

suivent. Dans ce cas, le signé qui affectera sera lemême 

<jue celui de ê , joint aux termes qui le suivent : ainsi , 

dy • 

dans cette hypothèse, si est positif dans l’un des 

développemens (48) et (4g) , ce développement sera plus 

dv ' . 

grand que y , et sera moindre que y , si est néga- 

dy . ' , 

tif. Le signe qui affecte -p h étant contraire dans ces déve- 

loppemens, il faut que si ~h est positif dans l’un, il soit 

négatif dans l’autre ; d’où il suit que l’une des quantités 
f (x -f- h) et f (x — h) , sera plus grande qu efx, et que. 
l’autre sera moindre qu efx. • 

dv , . \ 

Si j- // n’est pas nul , il ne pourra donc y avoir de maxi- 
mum ni de minimum ; mais si ^ = o, alors les développe- 
mens ( 48 ) et (4g) se réduisent à 

r, d a yh* d 3 y h 3 

fX x + h)=y + ^-+^ r3 +e te., 

r, , . d’yfi* d 3 y 1' . 

/(x-A)=j + a ^-- a J r3 + etc. 
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Dans ce cas , le signe des termes qui suivent y dépendra 

d»y -, • 

on prend h assez petit pour que ce terme- 
surpasse la somme de tous ceux qui le suivent ; et comme 
a le même signe dans les deux développemens, il en ré- 

, d a y m 

eultera que si est positif, les deux fonctions de (x -f - A ) 

et de (x — h) seront plus grandes qu efx± dans ce cas , fx 

• • * • d a y * , . J- 

sera un minimum. De même, si -r-*^ est négatif, on voit que 

OJÇ 

fx sera un maximum. 

96. Pour compléter cette théorie , nous remarquerons que 

d y . d a y , 

outre -f- = o , on peut avoir encore g— “ o ; dans ce caj , 

il ne peut y avoir maximum ou minimum, que lorsque 

-r*^ = o. Alors le signe des quantités qui suivent dépendra, 

d<y 

de quand on prendra h très petit; et Ton prouvera que. 

cjly i ^ (Jfy f 

si -££-• est positif, fx est un minimum, et que si est né^ 

gatif ,fx est un maximum ; ainsi de suite. 

En général , lorsque le premier coefficient qui ne s'évanouit- 
pas , est d’ordre pair, il y a un minimum s’il est positif, et- 
un maximum s’il est négatif. 

97. Pour premier exemple, prenons lafonction a-=-&x-}-x a ; 
nous aurons donc 

’ y = a — èx-f-x 3 ; 

«différenciant et divisant par dx, nous obtiendrons 

d > =2 . 

dx ’ dx 1 

• * d*y - 

Cette valeur positive de — ; nous apprend que la fonction a- 
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tra minimum. Pour déterminer l’abscisse qui correspond à 

■ce minimum, nous égalerons à zéro la valeur de ^ , ce qui 

nous donnera x = - ; si l’on substitue cette 'valeur de je 
a 

dans celle de y , on trouvera y = a — — pour le minimum 
cherché. 

98. Soit encore la fonction a * -f- b 3 x — c*x* ; différen- 
ciant l’équation^ = a ( -f- b 3 x — c*x*, et divisant par dx, 
nous trouverons , 

jj* == 4 »-.^*, g 

Par la valeur négative de^^, on voit qu’il y a un maximum 

dans la fonction ; l’équation b 3 — aç*x = o nous donne 

b 3 

x = — - pour l’abscisse qui correspond à ce maximum j 

et en substituant cette valeur de x dans celle de y * -on 
trouvera 

•4 . b 3 

y= a +-&• 

• 1 ' 

99. Soit encore l’équation . 

. . y = 3 a a x 3 — Mx + cl; , 
nous trouverons, en opérant comme ci-dessus, 

^ = gt^x* — M, ^ = i8û*x; 



dx 



* - 



égalant à zéro la valeur de nous avons 



9a* x* — b* = o , d’où x = ± ^ ; 

\ ' 

ces deux valeurs de x étant mises successivement dans cella 
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de nou3 apprennent qu’il y a dans la fonction un mini- 
mum et un maximum. Le minimum correspond à l’abscisse 

, b* . .... . b» 

x — -4- rr~ , et le maximum a 1 abscisse x — — =- ; en met- 
' 3a 3 a 

tant ces valeurs dans celle dey», nous trou veronsj' = c i — - — 

ai 6 ' • ,®° 

pour le minimum, ety- = c 5 -f- P our I e maximum. * 



Application de la théorie des maxitha et minima à 
la solution de divers problèmes. 

PROBLÈME I. 

ico. Partager un nombre en deux parties telles, que le 
produit de L’une par Vautre soit le plus grand possible. 

Soit a ce nombre , et x l’une des parties ; Faotre sera 
a — x. Donc x (a — x) est la quantité dont on veut cher- 
cher le maximum : différenciant et divisant par dx, l’équa- 
tion y —x (a — • x) — ax — x 1 , nous trouverons 



dy 

-f L — a — ax, 




La valeur de nous montre que lâ fonction renferme effec- 
tivement un maxuÉuuâ. Si ce coefficient se fût trouvé d’un 
signe contraire , le problème aqrait été impossible. En égalant 
dy i 

à zéro la valeur de -y- , nous trouverons x = -a, ce qui nous 
dx a 

annonce qu’il faut que le nombre a soit partagé en deux 
parties égales , pour que le produit soit un maximum. 

PROBLÈME II. 



toi. Entre tous les cylindres inscrits dans un cône droit, 

déterminer celui qui a le plus grand volume. 

Soit a, fig. 1 4', la hauteur SC du cône, b le tayon ÀC üé 
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sa base , et x la distance SD dn sommet au centre du cercle 
supérieur du cylindre. 

Les triangles semblables SAC , SED nous donneront 
sc: AC :: SD : ED, 



ou 

donc 



a : b.:: x : ed, 

ed=Æ. 



r Soit t ; *• le rapport du diamètre à la circonférencé ; on 

sait que le cercle , dont le rayon est r , a pour surface «-r*. 

bx . 

Donc le cercle EGF , qui a — pour rayon , a pour surface 

x J ; multipliant Cette surface par la hauteur DC du cy- 
lindre , c’est-à-dire par a — x , nous aurons x* (a — x ) 

pour Je volume du cylindre ; ainsi l’équation à différencier 
est 



y — (a* 1 —* 5 ); 

on déduit de cette équation 

% = ~ (sax- 3x*) etg = ^- (aa — Sx); 

dy 

égalant à zéro la valeur de on a 
vtb 11 

(a ax — ■ 3x a ) = o , ou plutôt aax • — 3x* = o } 

. n K ' * r * 

équation qui est le produit des facteurs x et aa 3x , et 

donne par conséquent x = o , ou x = la valeur x = o 
ne peut correspondre à un maximum , puisque , dam celte 
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hypothèse se réduit à ~~ > nombre positif. Cette'valeur 




cylindre se réduit à l’axe du cône (car plus le cylindre est 
haut plus il est mince). 

La valeur x = ^ est donc la seule qui puisse répondre 
à la question; et danscette hypothèse, réduit à — 



• • 2 

nombre négatif. Si l’on retranche donc SDr=x= ^ SC delà 

hauteur dû cylindre , il restera CD = 4 SC. Il résulte de ce 

o 

qui précède , que le cylindre le plus volumineux inscrit au 
cône, a pour hauteur le tiers de celle du cône. 



* , PROBLÈME III. 

îoa. Partager une droite AB (lig. i5) en deux parties 
AC et CB, de manière que le produit AC 3 X CB soit un 
maximum. 

Représentons par a cette droite AB , et par x la partie CB 
de cette droite, l’équation du problème sera donc 



d’où l’on tire 



y = x 3 (a — x). 



3x = Sax - iax* ; 

en égalant à zéro la valeur de on trouve x=c, ou x —-y-* 

Cette seconde valeur est la seule qui puisse résoudre le pro- 

• , * d*y Qû a 

blême , puisqu’elle réduit celle de à — , résultat 

négatif. 

, io3. Observons que lorsque dans la valeur du coefficient 
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différentiel il y a un facteur constant positif, on peut le 

supprimer. En effet, si ndus avons 

' * dy A 

' - = A (px, 



bn en tire 



àx 

dx* dx * 



J* 

Cette seconde équation né servant qtj’ànous faire connaître 
ïe signe de la valeur de ce sig#e ne dépend que de celui 



d.px 



qui affectera parce que A estun facteur constant positif : 

donc A peut être supprimé dans cette équation. Il peut 
l’être aussi dans l’équation ^ — Açx •, car puisque nous 

devons égaler à zéro le second membre de cette équation 
pour déterminer x , l’équation A <px = o nous donnera 
çx =s o ; d’où il suit qu’on a droit d’omettre la constante. 

PROBLÈME IV. 

- • 

jo 4. On veut faire entrer dans un vase cylindrique une 
certaine quantité d'eau dont le' volume èst connu ; on de* 
mande quelles dimensions il faut donner à ce vase pour 
que sa surface interne soit aussi petite qu'il est possible. 

Soit Y le volume d’èau donné, et x le rayon de la base 
du cylindre; arx a sera l’aire de la base du Cylindre. Et puisque 
la hauteur de ce cylindre, multipliée par sa base, est égale 
à son volume, on aura 

hauteur du cylindre X <rx* — V, 
d'où l’on tirera 

. y 

hauteur du cylindre = — - ; 

5 
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en multipliant cette hauteur par la circonférence de la base 
qui est awx , on aura 

V qY 

— - x üxx = -■ 

*r x 

pour la surface convexe du cylindre. Si à cette surface on 
ajoute 7rx a , qui est celle de la base du cylindre, l’équation 
à différencier sera 

aV 

et l’on en déduira 

* + 2srr ÏL — iX+a,, 

dx “ x» + ' dx“ x 3 +a ’ r * 

dy / r 

La valeur de -j- étant égalée à zéro donne 
* dx 



~\/l 



On voit que cette valeur répond à un minimum , puisqu’elle 
d a y 

rend positive celle de : le rayon de la base du cylindre 



cherché sera donc 



o 

s/l 



Si l’on met cette valeur dans l’ex- 



pression de la hauteur, on trouvera, pour la hauteur du 
cylindre. 



V 3 V *■ 



Ce problème est applii ablc h l'Artillerie; car une charge de pnuilre 
étant donnée, on peut se proposer de trouver quelles dimensions 
devrait avoir un mortier à chambre cylindrique, pour que la poudre 
txercdt le plus petit effort contre les parois de la chambre. 

On voit que cette question se réduit il trouver quelle est la plus petite 
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Aurface qu’on puisse donner h la chambre du morlicr ; et il suit de ce qui 
précède, que le rayon de la chambre doit être égal à sa bauteur. 

PROBLÈME V. 

ic 5 . Entre tous les cônes inscrits dans une sphère , dé- Fie ,5 
terminer celui qui a une plus grande surface convexe. 

Supposons que le demi-cercle AMB, fig. 16 fasse une 
dévolution autour de l’axe AB, la corde AM engendrera 
un cône dont AP sera la hauteur, et PM le rayon de la 
base. 

La surface convexe de ce cône aura pour expression «Y <* 
tonférence PM X î AM= aa-PM. i AM = sr PM. AM. 

Il ne s’agit donc que de déterminer PM et AM. 

Pour cet effet, soient AB = aa, AP = MP étant 
taoyenne proportionnelle entre AP et PB, on a 

, ® : pm pm : sa — x-, 

GOI1G 

PM = ÿ' o.u.x — X 3 ; * 

AM étant moyenne proportionnelle entre AP et AB, on a * 

X : AM :: AM : a a: 
donc * 

AM = y/ 2 ax ; 

substituant ces valeurs dans l’expression de la stirfaCe du 
cône, on obtiendra, _ ■* 

surface convexe du cône = * y/~ 

— rr y/4a*jr* — aax- 1 ; 

l’équation à différencier est donc (art. io3) v 
y — V 4 «‘-c 3 — a ax 3 , 

d’où l’on déduit 

dy é a j T — 3 ax* 

dx [/ 4a 3 ot* — aux 5 



N 
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ou, en supprimant le facteur commun x, 
dy 4a a — 3ax 
dx \/ 4 a 11 — aux’ “ * ^ ' 

égalant à zéro cette valeur de dx, nous obtiendrons 
4 °“ — 3ax = o , 
équation satisfaite en supposant 



x: 



4a 

3' 



Cette valeur appartient à un minimum ; c’est cë qui va 

f . d®y 

nous être confirmé par le signe de 
*• ^ 

i'o 6 . Avant que de déterminer la valeur de ce coefficient 
différentiel , je vais expliquer un procédé qui abrégera le», 
calculs dans de certains cas. 

• J’observerai préliminairement que , lorsqu’une fonction 
de x est nulle par une valeur qu’on donne à x, il ne s’ensuit 
pas qu’en général'son coefficient différenciel soit aussi nul : 
par exemple , si l’on a la fonction x* — 5x -f- 6 , qui devient 
nulle lorsque x = a , ou lorsque x = 3, le coefficient diffé- 
rentiel de cette fonction , qui est ax — 5, ne devient pas nul 
dans ces hypothèses. 

107 . On peut quelquefois abréger beaucoup les opérations 
qu’on emploie pour reconnaître si une fonction est suscep- 
tible d’un maximum ou d’un minimum. En effet, supposons 
que l’on veuille déterminer le coefficient différentiel de 

l’équation -^p-— XX', dans laquelle X et X'sont des fonc- 
tions dex, dont la première seule devient nulle par une valeur 
donnée à x; en différenciant cette équation , art. 1 4 » et eu 
divisant par dx nous obtiendrons 



d’y XdX' X'dX _ 

A 11 *1 y» * A r * 
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X, par hypothèse , étant nul , en vertu de la valeur 
donnée à.x, cette équation se réduit à. 

d*y __ KdX 
àx % dx * 

ce qui nous indique que , pour, obtenir il faut multi- 
plier le coefficient différentiel du facteur nul par l’autre fac- 
teur (*). 

108. Par exemple, si l’on veut obtenir le coefficient diffé_ 

rentiel du second ordre de y — ^ ~ dans l’hypothèse de 

V * 

x = a\ en écrivant ainsi cette équation, 
on trouvera que 

d !y_ 1 ^ d (x — a) __ 1 ■_ 

dx 2 y/ x dx \/ x 

109. Reprenons maintenant l’équation ( 5 o), de laquelle on 

veut tirer la valeur de ~ , dans l’hypothèse dex= 

en décomposant le numérateur en ses facteurs , nous aurons 

dy a.r (4« — 3 a?) , 

5 x y' 4a 2 x a — aax 3 

(*) Cette règle n’est pas sans exception , car peut>étre nul aussi. 

dr ^ 

Par exemple, si l’on avait ^ = ar*(.r — «}», équation qui- renferme 

des racines égalés , les deux termes de la valeur de seraient nuis ; et , 

dX' 

au lieu de supprimer lç facteur représenté par.X ^j— , on devrait, art. 96, 
rçcourir aux coeificiens différentiels des ordres supérieurs , pour recon- 
naître si la fonction est susceptible d’un maximum ou d’un minimum j si 

-jj— était. infini , on tomberait dans le cas de l’art. 87. 
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le second membre peut s’écrire ainsi : 

ax , , _ . 

— — — — X ( 4 <* — 3 x); 

y ^a?x' Â — a a 

dans rbvpothèse actuelle, le facteur &,a. — Zx étant nul , nou$ 
aurons donc, art. 107, 



d’y 

dj. a 



ax 



__2 x d(4a— 



3 ax 



l/ 4a a .r* — aar 4 ^ 4a J x a — 20 X 3 

et par conséquent , en divisant les deux termes de la fraction 
par x , 

d*y 



3 a 



dx* 



4<z 



\/ 4a a — aax* 
mettant dans cetj| expression la valeur de x , qui est 
on obtiendra 

d^y 3 a 3 a 

dx* 



vA-¥ v/¥ 



Cette valeur étant négative, celle de x correspond à un 
maximum. • 

PROBLÈME VI. 

Tig. ij. il o. Un point C (fig. 1,7) étant donné dans l'angle YAX, 
mener par ce point une droite DE, qui rencontre les axes 
AX , AY , de telle manière que la longueur DE , de cette 
droite , soit un minimum. 

Soient AI r= a , IC = b, IE =2 x; les triangles rectan- 
gles ICE , ADE , nous donnent 



ou 

donc. 



ie : ic :: ae: ad, 

x ; b :: a -f- x : adj 



AD = - (a + x); 
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par conséquent 

AD 4 --^(a + x)*. 

x 

D’une autre part, 

AE» = (a4-*)*; 

i 

substituant ces valeurs dans la formule 

DE =s ]/AD* + AÉ\ 

nous trouverons 

% ' ■( 

DE=^/ b - ( a +*) 2 +(« + *)*=y< (5 + 1 ) (û + r)1; 

et, en réduisant au même dénominateur le premier facteur 
qui est sous le radical , 



DE = J b —^ (a + *Y = y/& + x 4 =y. 

y OC 

En regardant cette expression comme le produit du facteur 

— — — par le facteur \/ b* x * , nous différencierons par 
x 

l’art. 14, et nous trouverons 

a + Xj 

x 

effectuant les différenciations, nous aurons 






, (a + x) xdx Xdx 

à y- x 1 .A » , + 



07* 



V/6*+x 4 

réduisant au même dénominateur , en multipliant les deux 
termes de la première fraction par x, et les deux termes de la t 

seconde par v/^-j-x®, nous obtiendrons 



fa -h x) x®dx . £ a -f- x % 

oy = — — ~ ■ ~ -t 



** v/6 a + a: a - x’y/b'+x* 



===== x — «9*;. 
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réunissant et réduisant les termes du numérateur, et divisant 
par dx, il nous viendra enfin 

dy x 3 — ab* 

dx x“ y/b* - f. ' x z " 

égalant le numérateur à zéro , nous trouverons 

" J 

*= i/êF. 

Pour prouver que cette valeur répond à un minimum dan* 

. cette hypothèse, nous mettrons seulement, art. 107, à la 
place du numérateur, qui est le facteur nul, son coefficient 
différentiel , et nous aurons ainsi 

d’_y 3 x* 3 

dx a x* v/é r -f-~x a = \Zb* -f- x**' 

• / 
valeur essentiellement positive. On ne fait pas la substitution. 

de la valeur de a? , car on voit qu’un carré x* est tou jour* 
positif. 

' PROBLÈME VII.' 

il 1 . Trouver le plus grand triangle rectangle qu'onpuisso 
construire sur une droite donnée. 

ïig. v8. Soient a cette droite , AB, fig. 18, x l’un des côtés du., 
triangle , l’autre sera $/a a — x* -, donc la surfaçe du triangl* 
a pour expression 




ainsi l’équation du.problème sera , art. io 3 , 

y ~ x l/«“ — x*, ou plutôt y~y^a*x* — x 4 , 
4’où l’on déduira 

dy a’x— 2X 3 

dx a % x*' — x^*‘ 

Cette valeur étant égalée à zéro, donne 

a a x — ax 3 — o , ou 3 c (a* ■ — 2X*) = o y 



\ 



» 
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équation de laquelle on tire ,, 

x = o , ou 2X 4 ses a*. 

x ne pouvant être nul , nous le déterminerons par la second^ 
équation ; elle nous apprend que les deux côtés AC, BC sont 
égaux. 

En différenciant le facteur a 4 — 2x* , on trouve , art. 107, 
d’y __ x ^ d (a 3 — gx 3 ) __ 4 r> 

\/ a* x* — x* dx y/ a*x % — x* 

Ce résultat étant négatif, l’hypothèse de a 1 — 2x 3 = o 
détermine , pour x , une valeur qui correspond à un 
maximum. 



De Iq signification géométrique des coejficiens 
différentiels , 

112. On a vu , art. 71, que représentait la tangente tri- 

gonométrique de l’angle que fait, avec l’axe des abscisses, 
une tangente menée au point dont les coordonnées sont x 
et y \ comme c’est le fondement de ce qui va suivre , on peut 
démontrer à priori cette proposition de la manière suivante; 
soient , fig. 4 > PM=j', PP' = h ; ep menant lp parallèle Fig. 4. 
MQ à l’axe des abscisse*, on a donc 

m 'y=f( X + h), 

M-Q=/ (t+4) _/ I = | ft + gil +etc . 

Or 

MQ : M'Q :: 1 : tang S s ; 

et en mettant pour les expressions M'Q , MQ , leurs va- 
leurs, .on aura 

A’+etc 

tang S=~ 2 * 1 * ± + etc 

& h -dx + dx>t.u +etC ’ 
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Passant à la limite, h est nul, et tangente S se change en 
tangente T. 

Donc alors 

tan & T = Ë* 

Cela posé , si PM devient un maximum , la tangente TM, 
Ï'G- >9- Gg. 19, étant alors parallèle à l’axe des abscisses , elle fait un 
angle nul avec cet axe ; et comme on vient de voir que la tan- 
gente irigonométrique de l'angle formé par la tangente avec 

l’axe des x était représentée par ona donc, dans ce cas. 






On démontrerait de même que si PM était un minimum, 
la tangente irigonométrique devenant aussi nulle dans ce cas, 

on devrait avoir = o. 

dx 

Ainsi, cette équation 0 n’exprime autre chose que 

la condition du parallélisme de la tangente en M à l’axe 
des abscisses. 

u3. Examinons maintenant dans quelle circonstance 
est positif ou négatif. 

Pour cet effet, considérons d'abord le cas où la courbe, 
J’igi ao. Gg- 20, tourne sa convexité vers l’axe des abscisses. 

Soient AP, x; PM, y, PP' = P'P" = h ; et par les 
points M et M', menons la sécante MM'S, et les droites 

MN, M'jV , parallèles à l’axe des abscisses , nous aurons. 

« > 

M'O = M'P' — MP =f(x + h) —fx, 
c’est-à-dire 

M '0=&4 + feil + el=.. 

tlx r dx* r.a ' 
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Or , la similitude des triangles MM'O , MSN , nous 
donne 

MO : mn :: M O : sn, 

ou 

h : a h :: M'o : sn ; 

donc, 

SN = aM'O ; 



jet, en substituant pour M'O sa valeur, on a 



SN = a^A-fa^ — 4 - etc. 
dx ^ dx 1 1.2 r 



D’une autre part, 

M"P"=/(x + a/0; 

si on en retranche 

NP" = PM , 

on aura 

M"N =f(x + ïh')—y = p- zh -f ^ 

J K J J dx 1 dx* î . a 

ôtant de cette valeur de M"N, celle de SN, il restera, 
lig. ao, 

•(50. 



■ + etc ; 



M"S = A* + etc. 

dx* 



Fig. ao. 



Dans le cas où la courbe, fig. ai , tourne sa concavité Fig. at. 
vers l’axe des abscisses, pour avoir M"S il faudra, au con- 
traire , retrancher de la valeur de SN celle de M"N , ce qui 
donnera 

M"S = — A* + etc. . . • . (52). 



En comparant ces deux valeurs (5i) et (5a) de M"S, on 



» d 5 y , , , 

yoit que, dans l’une , est précédé du signe -fc-j.et dans. 



* * 



l’autre, du signe — . ^ 

Cela posé , on peut faire en sorte que le signe du premier 



terme du développement de M'S décide de celui de tout ce 



1 
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développement; et comme le carré A 1 , qui est essentielle- 

ment positif, ne peut influer sur le signe de-p^-A 1 , le coef- 

cur 

ficient différentiel décidera seul du signe de la somme de 

tous les termes de la valeur de M"S. 

En ne considérant donc les équations (5i) et (52) qpe 
«relativement aux signes qui afl’< ctent chaque membre, on 

• • d* v 

pourra fupprimer A’ et les termes qui suivent -f - , et ces, 
• ci c* 

équations deviendront 



M"S = 4- P~, M"S : 
dx‘ 



_ 52. 

dx 1 *' 



d’où nous tirerons 



ft = + M'S 

S-=- M ' s 



*. . .(33). 



?*g- 90- Si l’on regarde y comme une quantité positive, M"S (fi g, aoy, 
tombant du même côté quey , sera positif; la première des, 
équations (63) nous apprend donc que, lorsque la côurbe 

tourne (lîg. ao) sa convexité vers l’axe des abscisses, -p^- 
est positif. 

Si l’on considère ensuite la seconde des équations (53) et la 
Eg. 21 qui s’y rapporte , on verra que — M"S représente une 
droite qui est d'ith signe contraire à celui de y', et que, par 

ig- a i- conséquent , est négatif dans le cas de la fig. 21 , c’est- 

à-dire lorsque la courbe tourne sa concavité vers l’axe des 
abscisses, 

114. La courbe jusqu’à présent a qfé'supposéè située au- 
dessus de l’axe des abscisses ; examinons ce qui! arrive lors- ^ 
Tig. Cj. quelle s’étend au-dessous, comme dans la fig. 67. Il est* 
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certain , par ce qui précède, que puisque la courbe tourne en M 

dH- 

sa convexité vers l’axe des abscisses , -p-; , et par conséquent 

MN , est positif. Or, les droites MN et M'N' , qui sont 
situées du même côté de la tangente T'T, doivent avoir le 
même signe -, et comme MN est positif, M'N' doit l'être 
aussi ; d’où il suit Çu’au point M', où la courbe tourne sa 

concavité vers l’axe des abscisses , sera d'un signe con- 
traire à celui de l’ordonnée P'M', qui e 3 t négative; la 

courbe tournerait, au contraire, sa convexité, si y et ÜL 

J dx* 

étaient de même signe. De sorte qu’on peut dire , en géné- 
ral , que de quelque côté que tombe la courbe , est du 

dx* 

même signe que y lorsque la courbe tourne sa convexité 
vers l’axe des abscisses , et prend un signe contraire lorsque 
la courbe tourne sa concavité vers le même axe. 

La courbe tournant sa convexité ou sa concavité vers l’axe 
des abscisses , suivant que l’ordonnée est parvenue à son 

' . d a v 

minimum ou a son maximum , on voit pourquoi ■ — - est 

r 1 dx 4 

positif dans le premier cas , et négatif dans le second. 

1 15 . On dit encore qu’il peut y avoir un maximum ou un Fig. à 2 . 

minimum lorsque = 00. Pour expliquer ce que cette 



condition signifie, soity —fx l’équation d’une courbe MN, 
fig. 23 ; il est certain que si l’on donne à x une valeur AP , 
cette équation déterminera l’ordonnée PM . 

Si l’on résout ensuite l’équation par rapport à y, et qu’on 
' en tire x — <py t lorsqu’on fera y = AP' ( valeur précédente 
dey ) , l’équation donnera x =± P'M. Dans ce dernier cas, 
y sera considéré comme l’abscisSe, et xj comme l’ordonnée, 
=*t 1 on construira la même courbe , pourvu qu’on porte le» 
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abscisses y sur l’axe AY , et que l’autre axe soit regardé 
comme celui des ordonnées. 

Dans cette hypothèse , on peut donc chercher le maximum 
on le minimum de la fonction x de y. Pour cet effet , de 

_ | , , / . d JC _ B B , / • 

1 équation proposée on tirera — = M , et 1 on supposera 

y * 

dx 

M = o ; cela posé , l’équation = M nous donnant . . . < 

= 4 ï 1 on voit que lorsque M = o , 4 ^ = 00 ; ainsi , 
dx M dx 

la condition nécessaire pour qu’il y ait un maximum ou 

un minimum dans le sensdes abscisses , est qu’on puisse avoir 1 

dy . • 

■— 00. 

dx 

116. Par exemple , si l’on prenait l’équation ' . 

y* = ax b t 

on en tirerait ^ . Cette valeur égalée à zéro donne-* 

dx ay 

rajt y = 00 ; donc la courbe ne peut avoir un maximum 
dans le sens des ordonnées qu’à une distance infinie de l’axe 
des x. Examinons maintenant si elle a une limite dans le 
sens des abscisses ( par limite on dénomme , en général , le 
maximum et le minimum) ; pour cela, il faut supposer in- 
finie la valeur de Èü 

, ce qui nous donne — = 00 , condi- 
dx « y 

tion remplie lorsqu’on fait y = 0; dans cette hypothèse, la 

valeur de -, — seréduità-, résultat positif. On voit donc 
dy* a 

que la valeur dey = ocorrespond à un minimum de j*. Nous 
déterminerons ce minimum en faisanty = o dans l’équation 
proposée, ce qui la réduira à ax-~-b — o, d’où nous tire- 

'b * 

rons x — - pour le minimufti cherché : ce minimum est re- 

a 

Fig. a 3 . présenté par AM dans la fig. a 5 . 
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117. En terminant cette matière , nous remarquerons que 

l'équation — - — 00 nous indique que la tangente 

fig. a 3 , est celle d’un angle droit, et, par conséquent, est 
perpendiculaire à l’axe dés x. 

Considérations générales sur les points singuliers 
des courbes. 



118. Le calcul différentiel peut être d’une grande utilité 
pour trouver la forme d’une courbe dont l’équation est 
donnée. La théorie des maxima et minima nous offre déjà 
les moyens de déterminer les limites dans le sens des abscisses 
et dans celui des ordonnées ; mais cela ne suffirait pas pouf 
nous faire reconnaître la forme de la courbe. Par exemple, 

les courbes des figures 68 , 69 et 70 , qui ont les mêmes Fiy. 68, 
limites OG-et OD , dans le sens des ordonnées , et OA et OB 
dans celui des abscisses , ne se ressemblent pas. Ce qui dis- 
tingue la courbe fig. 68 de la courbe fig. 69, c’est que, dans Fig. 6g, 
cette dernière, il n’y a qu’un point d'inflexion; on appelle 
ainsi un point où la courbe de concave devient convexe, oq 
de convexe devient concave. Dans la fig. 68 il y a deux points 
d’inflexion l’un en E , l’autre en G , et un point de rebrousse- 
ment en C , c’est-à-dire un point où la courbe suspend tout 
d’un coup son cours. 

119. En général , les points où la courbe éprouve des chan- 
gemens, s’appellent des points singuliers ; on sent que si l’on 
a les moyens de reconnaître les endroits où ces points exis- 
tent, il sera facile de suivre la courbe dans son cours. Par 
exemple , si l’on savait que la courbe fig. 70 a des points Fig. 70. 
d’inflexion qp E et en H, et des points de rebroussement 

en F et en G , on pourrait prendre une idée de cette courbe 
par l’analyse suivante : 

En partant du point qui est une limite dans le sens 
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des abscisses , la courbe tourne d’abord sa concavité vers 
l’axe des abscisses jusqu’en E , où il existe un point d’in- 
flexion qui , de concave , la fait devenir convexe. A l’extré-J 
mité de la partie convexe EF, elle suspend son cours au point 
de rebroussement F , au-delà duquel elle est encore convexe 
dans la partie FH, pour redevenir concave au-delà du point 
d’inflexion H et arriver ainsi jusqu’au point C , qui est’une 
limite dans le sens des ordonnées; euEn de C en (3 et de 
A en G , la courbe est composée de deux arcs CBG , ADG , 
qui, tournant leurs concavités à l’axe des abscisses, se 
• réunissent en un point de rebroussement , et passent par les 
deux limites B et D , l’une dans le sens des abscisses et 
l’autre dans celui des ordonnées. > . • 

120. D’après ce qui précède, on sent combien il serait 
avantageux de pouvoir, à l’aide de l’équation d'une courbe , 
déterminer les coordonnées des points singuliers ; nous avons 
déjà fait connaître les moyens de trouver les hraxima et 
les minima ; il nous reste à nous occuper de la recherche 
des autres points singuliers : c’est ce qui va faire le sujet dea 
paragraphes suivans. 

Des points d inflexion. 

121. Nous venons de voir qu’un point d’inflexion est celui 
dans lequel la courbe, de convexe devient concave ou de 

fjg. çi. concave devient convexe. La courbe M'MM", Eg. 71 , nous 
offre en M un point de ce genre. Menons en ce point une 
tangente TT' ; si nous considérons les diverses ordonnée» 
comprises entre M'P' et MP , nous verrons que le prolon- 
gement M'N' de l’ordonnée jusqu'à la courbe, ira en dimi- 
nuant, et s’anéantira au point M; si nous considérons les 
ordonnées suivantes , le prolongement M"N" ae l’ordonnée 
tombera au-dessous de la tangente, et par conséquent chan- 
gera désigné, de sorte que si M'C^' était positif, M"N" sera 
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toegatif. Telle est la condition que nous allons exprimer 
par une équation. 

Soient donc, fig. yi, PP' —h~ PP"; on a évidemment p ig . 

M'N' == M'P' — N'P' , 

ou 

M'N^/Xx-f- A) — N'P\...(54). 

Pour déterminer la valeur analytique de N'P' nous avons 

* N'P' = MP -f- N'O , 

on 

N'P' = y + N'O . . . . (55). 

A l’égard de celle de N'O, le triangle rectangle N'MO nous 
donne 

• N'O = MO tartg N'MO ; 
or on a vu , art. 71 , que l’angle N'MO , formé par la tan- 
gente en M, avec une parallèle à l’axe des x, avait 

QX 

pour tangente trigonométrique ; par conséquent remplaçant 
tang N'MO par ^ , et mettant h à la place de MO , nous 
aurons 

N’O 

dx 1 

Substituant cette valeur dans l’équation (55), et mettant 
ensuite celle de N'P' dans l’équation (54), nous obtien- 
drons 

M'N' =/(x -f- h) —y — . . (56). 

Sans avoir besoin de calculer de nouveau la valeur M"N", 
on peut la déduire de celle de M'N'; en effet, si nous faisons 
reculer l’ordonnée parallèlement à elle- ment, M'N' de- 
viendra M"N", lorsque h se changera en— /i Tonnant donc 

S 



'f 
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à h cette valeur dans l’équation (58) , nous obtiendrons 

MT =f(x-h)~y + & h.... (57). 

Maintenant, remplaçons les expressions/ (x-+-^) et/(r — A) 
par leurs développemens , -nous aurons 

et en réduisant, ces équations deviendront 

' M ' N '=êri+ëo+' ,c --' 58) ’ 

Cela posé , pour qu'il y ait inflexion en M , il faut nécessai- 
rement que , lorsqu’on donnera à h une valeur très petite , 
les lignes M'N' etM"N" tombent l’une au-dessus et l’autre au- 
dessous de la droite TT, ce qui exige que M'N' et M "N" soient 
de signes contraires ; or , cela n’est possible que lorsque le 
d a y h a 

premier terme — -, des séries (58) et (5q) , est nul. En 

effet, si ce terme n’était pas nul, on pourrait donner à h une 

d 2 y h % 

valeur assez petite pour que le terme — — - surpassât 

la somme algébrique de tous les autres termes de la série; 
dans ce cas , le signe de ce terme serait celui du résultat de 
toute la suite; et comme ce terme est le même dans les 
Eig* 7 *- deux séries, il en résulterait que M'N' et M"N* (fig. 71 ) 
auraient nsœssairement le même signe; par conséquent, 
pour que TÊfF et M"N" puissent être de signes contraires # 
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il faut que l’on ait 

^ h % = : O , bu plutôt ~ = O. 

dx* * r dx* 

îsà. S’il arrivait que la même valeur de x, qui fait éva- 

d*Y '• d 3 y , i 

B°üir , fit aussi évanouir , il faudrait pour qu’il pût 



dx * 1 



. Jly 

y avoir un point d’inflexion , que fut aussi nul. Dans 

d 5 y m d^y 

ce cas, si était aussi nul, il faudrait encore que -j-*^ 

fût uül, et ainsi de suite; de sorte que le dernier coefficient 
différentiel qui serait nul , devrait être d’ordre pair. 

123. Si la valeur x qui est la même dans les développe- 

. t d°y , * • ' 

mens 58 et 5g , était telle que g-— fût infini , ces deux déve- 

loppemens le seraient aussi ; et alors on ne pourrait rien con- 
clure de la démonstration précédente qui repose sur la pos- 
sibilité de ces développemens ; dans ce cas, i) faut remarquer 

que la condition — ° » nous indique, en général, que 
dy* j 

jpj doit changer de signe au point d’inflexion, ce qui s’ac- 

corde avec l’art. 1 i3j mais peut aussi changer de signa 
eu passant par l’infini. Pour en donner un exemple , soit 

_ _ b L_ 

dx* x — a 

Si l’on substitue successivement à x les valeurs 



x ~ a — h , on trouvera 



-Z = _ *!■ 



dx* 



x — a, 
x =s a h % 






dx* 



oo. 



d*y , b* 

ff?- r “ + T* 



6 .; 
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d*y 



et l’on voit que c’est le dénominateur de la valeur de , 

qui fait changer de signe au coefficient différentiel après le 
point d’inflexion. 

1 24. Il résulte de ce qui précède , que pour qu’il puisse 
y avoir un point d’inflexion dans une courbe , il faut qu’on 
ait, pour l’abscisse de ce point . 



d*y d*y 

dx* dx* 



: 00 . 



Lorsqu’on se sera assuré que l’une de ces conditions est 
remplie , on augmentera et l’on diminuera successivement 
d’une quantité très petite h, l’abscisse du point qui remplit 

d a y 

la condition prescrite ; et si gÿ, pour ces nouvelles va- 
leurs de x, est affecté de signes contraires, il faudra 
en conclure qu’il y a un point d'inflexion; car, lorsqua 

es t positif, la courbe tourne sa convexité vers l'axe des 

dx* 

< • . d*y 

abscisses, tandis que lorsque est négatif, la courbe tourne 

sa concavité vers le même axe ; or, c’est par ce changement 
de convexe en concave, ou de Concave en convexe, que la 
courbe manifeste son point d’inflexion. 

iu 5 . Pour donner une application de cette théorie , cher- 
chons s’il y a un point d’inflexion dans la courbe qui a 
pour équation 

y = b + 2 (-£ — a) 3 ... (60). 

La différenciation nous donne 






12. 



Pour qu’il puisse y avoir un point d’inflexion , il faut donc 



DES POINTS d’inflexiok; 85 - 

* 

qu’il existe une valeur de x, qui rende nul le terme ; 

«r, x étant une quantité variable, déterminons l'une de ses va- 
leurs parla condition, qu’on ait ia(x — a)=o, et nous obtien- 
drons x=a pour l’abscisse, qui peut appartenir à un pointd’in- 
flexioD. Pour nous assurer de l’existence de ce point, diminuons 
l’abscisse a d’une petite quantité k , et substituons a — hkx, 
nous trouverons que,, pour le point M' (fig. 7a) , dont-l’ab- Fig. 73. 



scisse 



est a — h, on a 1 zh ; substituons ensuite a-J-A 



à x, et nous trouverons que le point M.", dont l’abscisse est 
d’y 

c -f- ft , correspond à — 1 zh. Ces deux Valeurs de diiFé— 

rens signes de , nous montrent qulil y a un point d’in- 
flexion en M. * 

L’hypothèse dé x=a fait évanouir par conséquent 

la tangente au point d’inflexion est parallèle à l’axe des x. 
îaS. Il est à remarquer qu’on n’a pas toujours la faculté 

d’égaler ainsi à zéro la valeur de ; si l’on voulait, par 

exemple , chercher s’il existe des points d'inflexion dans la 
courbe qui a pour équation , 

y — b + ax*, 

* « 

on trouverait, par la différenciation , 



d.y 

= a ax 
dx 

% 






d*v 

Or, on voit qu’on ne peut égaler à zéro la valeur de —£, 

' QX 

qui ne renferme aucune indéterminée , et que par conséquent 
la courbe ne peut avoir un point d’inflexion , résultat auquel 
on devait s’attendre, puisque la courbe est une parabole. La* 
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d’y 

•valeur de g-— nous montre seulement que cette parabole 

tourne continuellement sa convexité vers l'axe des ab~ 
scisses. • J 

137. Pour troisième application , prenons l’équation 

jy 3 =* 5 ; 

en la résolvant par rapport ày, et en différenciant ensuite , 
on obtient 

1 

_ . — - -r" J ki- il — — 

dx 



V _J îy_— * - 

y X *l * * djC* 3 ,-* 

i/x 



Si l’on cherchait à déterminer x par l’équation 

s • T "“7 — °» on plutôt — j— =o, on ne pourrait satisfaire 
/ x ^/x * 

à oette équation qu’en faisant x = 00 , ce qui ne çonduir. 
rait à rien; mais comme nous avons la faculté d’égaler. 

aussi la valeur de à l’inEni, nous satisferons à l’équa-, 

tion-^— = 00 , en faisant x=o; cette valeur de x nous, 
/ x 

apprend qu’il peut y avoir un point d’inflexion à l’origine; 
et, pour nous assurer de l’existence de ce point, nous sub- 
stituerons successivement à x les valeurs x = o -f- h et 
x= o — h , c’est-à-dire à et — h , et nous verrons si, dans 

ces deux cas, amène des résultats de signes contraires. 

Mais au lieu de faire ces opérations l’une après l’autre , nous 
pourrons les exécuter à la fois, en substituant à x la valeur 
çfc h , et alors le coefficient différentiel du second ordrè 
deviendra 

fe — »-* *_L_. 

A ~ a a *3 3 J*. 

.• y/h ■ 
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La valeur supérieure se rapporte à une abscisse plus grande 
que celle du point d’inflexion, et la valeur inférieure se 
rapporte à une abscisse moindre. Comme ces deux valeurs 
sont de signes- contraires , nous pouvons en conclure que 
x— o correspond à un point d’inflexion A (fig. j’S). Fig. ? 3 . 

138. Pour dernière application, prenons la courbe qui a 
pour équation. 

. (, y — 

Cette équation nous donne 

y~b±.x\ ^= + îi‘ + i i_L. 

^ ’ dx dx* *' 'V? . 

en faisant x — o, on a = 00 , ce qui est un indice qu’il 

peut se rencontrer un point d’inflexion à l’origine. Pour 
savoir si ce point existe, faisons d’abord x =h , et substi- 

d‘v 

tuons cette valeur dans celle de ^L , qui devient 

pL-sii i- 1 -/ 

& — * vs 

Si l’on fait ensuite x — — h, la valeur de gjL devient 

imaginaire, ainsi que la valeur dey, ce qui nous apprend 
que la courbe n’existe pas pour des abscisses négatives ; ainsi, 

quoique gÿ soit inflni à l’origine , il n’y a pas de point d’in- 
flexion. Bientôt il nous sera facile de reconnaître que l’ori- 
gine A (Gg.74) appartient à une classe de points que l’on Fig. -4. 
a compris sous le nom de points de rebroussement ; c’est ce 
que nous allons examiner plus particulièrement dans le pa- 
ragraphe suivant. 

Des points de rebrous semeni. 

139. Lorsqu’une courbe s’arrête dans son cours, et re- 
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vient sur ses pas , on a un point de rebroussement; le rebrous- 
sement est de la première espèce lorsque les deux branche» 
Fig. se tournent leurs convexités, comme dans la £g. j4> et le re- 
broussement est de la seconde espèce, lorsque les concavités 
sont concentriques, comme dans la Gg. j5. 

i3o. La courbe s’arrête ainsi, parce qu’au-delà du point 
C de rebroussement, les valeurs que l’on donne à l’abscisse 
en déterminent d’imaginaires pour l'ordonnée , ce qui sup- 
d a y 

pose que renferme un radical ; et si, avant que la 



d a y 

courbe suspende son cours , donne deux valeurs , L’una 

du signe de y et l’autre d’un signe contraire , cela annonça 
F'S- 74- qu’il y a deux branches de courbe réunies au point C (Gg. 74) , 
l’une convexe vers l’axe des abscisses , et l’autre concave. 
A ces caractères on peut reconnaître un point de rebrous- 
sement de la première espèce; si, au contraire, les deux 

valeurs de sont de même signe , les deux branches qui 

F'g' se réunissent en C (Gg. 75) , ne peuvent être que concen- 
triques : par conséquent le rebroussement sera, dans ce 
cas, de la seconde espèce. 

i3 ►. Pour premier exemple , examinons s’il y a des point» 
de rebroussement dans la courbe qui a pour équation, 



( y — x)“ = x9. 

Cette équation donne 

y=x±.xj \/ x.... (Si). 

On voit que lorsqu'on prend x négatif, y devient imagî- 
ginaire; donc la courbe s’arrête à l’origine, oui = o et 
y — o\ mais cela ne prouve pas encore qu’il y ait à l’ori- 
gine un point de rebroussement, car il pourrait n’exister en 
ce point qu’un arc de courbe, toujours concave du mêmecôté, 
ainsi que cela a fieu au sommet de l’hyperbole ; ainsi , pour 
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reconnaître si la valeur de x = o correspond à un point de 
rebroussement , il faut savoir ce que devient , près de l’ori- 
gine, le coefficient différentiel du second ordre ; or, en dit 
férenciant et en divisant par dx l’équation 



; x 



on trouve 



& = 



dx 
d a y 






(6a) i’ 



, i.-k x* 



; x 1 






x. 



Pour savoir si la courbe est concave ou convexe , près du 

point où elle suspend son cours , on augmentera l’abscisse de 

ce 'point d’une petite quantité h , en faisant x = o -f- h , 

c’est-à-dire h, et en substituant cette valeur dans celle de 

d a y « 

T*-!,; on trouvera 

d a x 



ÎX. = -+- s. l h* t/h 

dx* * * a v 



\ 



Ces deux valeurs de signes contraires indiquent donc deux 
branches ; l’une, AM (Gg. y&), qui tourne sa convexité vers Fig. ;6, 
l’arc des abscisses , et l’autre , AN , qui tourne sa concavité 
vers le même axe , par conséquent l’origine çst un point 
de rebroussement de la première espèçe. 

i3a. Pour second exemple, prenons l’équation 
(y— è)* = (x— a) 3 ; 
cette équation nous donne 

y — b±z (63). 

Si l’on fait x = a, on trouve ^ = ù ; mais si l’on donne 
a x des valeurs moindres que a, celles de y deviennent 
imaginaires ; car en mettant a — h à la place de x , on trouve 

y = b± — b±.h — h , 
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valeur imaginaire ; la courbe suspend donc son cours au 
Fig. j|. point C (lig. 74) , dont les coordonnées sont a et b. 

Pour connaître de quelle manière s’étendent ses branches 
au-delà du point C , substituons à a; la valeur a -j-k, dans 

celle de ; nous obtiendrons 
dx 1 ’ 

ày = .u 5 

dc * wi' 

• « « d 9 v , 

Le signe supérieur de nous indique une branche CM , 

qui tourne sa convexité vers l’axe des x, et le signe inférieur 
nous indique une branche CN, qui tourne sa concavité vers la 
même axe : donc il y a au point C un point de rebrousse- 
ment de la première espèce. 

i 33 . Pour troisième exemple, prenons la courbe dont 
l’équation est 

y = ax l ± bx* \/ x. 

Si l’on faitx = o, on trouve y-o-, mais pour x négatif 
y est imaginaire j donc la courbe suspend son cours à l’ori- 

« d a v 

gine ; examinons ce que devieift alors Pour cet effet , eu 

écrivant l’équation de la courbe de la manière suivante , 



nous obtiendrons 



y= ax% '■ 



: bx* 



^ = 2 ax rfc | bx * , 
^==™±.\.lb )/x-, 



donnant à x une valeur positive très petite , représentée par 

dy* 
dx» 



h, la partie \ .b \/ h de la valeur de sera moindre 



• _ / t jpV 

que la partie sta , par conséquent les deux valeurs de 
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données par l’équation 



g^= 2 a±.\.\b , 



seront positives ; d’où il suit qu’à l’origine, il y aura deux 
branches qui tourneront leurs concavités vers l’axe des x. 
J1 existe donc, à l’origine , un point de rebroussement de la 
seconde espèce. 

i 34 . Les points de rebroussement appartiennent à une 
plasse de points compris sous la dénomination de points 
multiples. 

Des points multiples. 



1 35 . On appelle points multiples les points où plusieurs 
branchés de courbe se réunissent. Un point multiple est 
double lorsqu’il est à l’intersection de deux branches , il est 
triple lorsqu’il est à l’intersection de trois branches ; ainsi 
de puite. 

1 36 . Soit A (fig. 77) un point double, formé par les Fig. 
deux branches de courbe Ali, AC, auxquelles on a mené 
les tangentes AT et AT'. Si nous représentons par. ..... 

F(x, y) = o l’équation de la courbe, délivrée de radicaux, 

la différentielle de cette équation , mise sous cette forme , 
Pdx-4- Qdy = 0, ne renfermera aucun radical , parce que la 
différenciation d’une fonction rationnelle 11’en introduit point 
dans cette fonction ; d’où il suit que P et Q seront des quan- 
tités rationnelles. 

Cela posé, l’équation précédente noüs,donne 



d .V _ P , fi/ s 
dr“"“Q " (64) ’ 



^ devant avoir deux valeurs différentes , puisqu’il y a deux 
P 

tangentes , il faudra que — se détermine de manière que cette 
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condition soit remplie ; or , elle le serait , si — renfermait un 

radical; mais c’est une chose impossible, puisque nous 
P 

avons vu que ^ était rationnel ; dans ce cas , il faut que 

l’Algèbre nous conduise à un résultat qui évite cette con- 

P 

tradiction , et o’est ce qui a lieu lorsque — se présente sous 

la forme ^ f c ar nous savons que ^ est le symbole d’une 

quantité indéterminée, et par conséquent susceptible de 
plusieurs valeurs. 

a 

i3y. Voici de quelle manière ce théorème se démontre.. 
Supposons pour un instant que * et «' représentent les deux * 
valeurs de la tangente trigonométrique de la courbe, au point 
multiple, ces valeurs devront satisfaire à l’équation 

et donneront * ■ 

P -f- Q* s=o, P + Q*' = 3 O.’ 

* • 

Ces deux dernières équations étant retranchées l’uue d* 
l’autre, on obtient 

Q == 0 i " 

or, le facteur* — * étant composé de deux quantités iné- 
gales, ne peut être nul; d’où il suit qu’on a Q=o, ce qui 
réduit l’équation P-J-Q*=o à P=o. Au moyen de ces 
• / dv 

valeurs de P et de Q , l’équation P + Q ^ =0, ou plutôt 

== — ? devient 
dx Q 

dy o- « * 
dx o 

• ’ . ... . i 

t38, Si au lieu de deux branches remues eu un point , nous en avons . 
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tin plus grand nombre , il suffit d’en considérer seulement deux, pour 
prouver qu’au point de rencontre de toutes ces branches, : on 

ne peut parvenir aussi facilement à la m ème conclusion , lorsque plu- 
sieurs branches de courbe n’ont qu’une tangente commune ; ne'anmoins, 

dans ce cas meme , on peut encore prouver que doit se présenter sou» 

la forme - r mais comme la démonstration, de ce thlorème est fondée 
o’ 

sur la considération des contacts des courbes , nous nous réservons de la 
donner art. (170), lorsque nous aurons parlé des courbes oscula- 
trices. _ . 

i3g. On peut remarquer que la démonstration de l’ar- 
ticle i 37 étant fondée sur ce que l’équation primitive a été 
délivrée de radicaux, si l’on différenciait sans les avoir 
préliminairement fait disparaître , il pourrait se faire qu’une 
équation qui comporte des points multiples , ne donnât 

pas^= Par exemple, l’équation de l’art. i3i , page 8g, 

est dans ce cas ; elle a un point double à l’origine , et ce- 
pendant si l’on fait x = o, l’équation (6a) se réduit à 




i4o. Enfin, nous ajouterons que, quoique l’équation 

^ ait lieu pour un point multiple , il ne s’ensuit pas 

quelle ne puisse subsister que pour un point de ce genre ; 
car la démonstration précédente ne nous dit pas que cette 
propriété leur soit exclusive. Ainsi , tout ce que l’on en 

doit conclure, c’est que la réduction de ^ à ?, indique 

seulement qu’il peut y avoir un point multiple. 

141 • Ce qui précède suffit pour nous indiquer le moyen de 
reconnaître Vil peut exister des points multiples dans uné 
courbe déterminée par une équation. Pour cet effet , soit U 
cette équation, ou en déduira, pour la différenciation, 
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Pdx -J- Qdy = o , ■ et l’on verra si les mêmes valeurs de £ 
et de y satisfont à la fois à la proposée et aux équations 
P=o, Q -= 05 si cela est, ce sjpra un iudice que ces valeurs 
de x et de y peuvent appartenir à un point multiple , ef 
alors , en discutant la courbe aux environs de ce point , on 
reconnaîtra s’il est multiple. < ■ . 



Des points conjugués. 

* » » '■ 

142- Considérons une courbe qui soit telle que, dans la 
partie où ses coordonnées sont imaginaires , il existe seule-* 
tuent deux coordonnées réelles ; ces coordonnées Construi- 
ront un point qui sera entièrement détaché de la courbe, et 
auquel on a donné le nom de point isolé ou de point con- 
jugué. 

Représentons maintenant par y?=?fx l’équation d’une 
courbe qui a un point conjugué. Si a et b sont les coordon- 
nées de ce point, il faudra qu’au moins, dans ses environs , 
les coordonnées soient imaginaires, autrement il ne serait 
pas isolé; par conséquent, si nous supposons que l'abscisse 
a s’augmente d’une petite quantité h , l’ordonnée correspon- 
dante , représentée par {a -f- h), devra être imaginaire ; or, 
la série de Taylor nous donne , en général, 



j \ -r j j-r jjj, 1 dr 2 1.2 dx J 2-3 

Faisant X —a, il faudra que l’ordonnée correspondante soit 
b ; par conséquent nous changerons y en b-, et, appelant 

(!)• (£>• (g) , etc. , ce que deviennent les coelH- 

ciens différentiels dans cette hypothèse , nous aurons 

V(«+»)=i+(^)4+@)^+(aÿ)^+«<H, 

Or, pour quef(a -j-ft) soit une quantité imaginaire, il faut 
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au moins que l’une des expressions^^^, etc., 

soit imaginaire ; c’est-à-dire que l’hypothèse de x =a-^-h 
rende imaginaire l’un des coefficiens différentiels ; si cette 
condition est remplie, la courbe pourra avoir un point 
conjugué. 

Par exemple, si l’on a l’équation 

y = ±ix + b)\Zx, 
en la différenciant, on trouvera 

ë= ± (-' /i + 3 -pî> 

Cette valeur devenant imaginaire, lorsqu’on fait x=—b, 
et par conséquent _y = o , il est à présumer que le point A 
(fig 78) , dont les coordonnées sont x— — b et y= o, est Fig. ;8, 
un point conjugué, nous reconnaîtrons ensuite si ce point est 
réellement conjugué , en augmentant et en diminuant suc- 
cessivement l’abscisse — b , d’une quantité plus petite que 
b, et nous trouverons que, dans les deux cas, y devient 
imaginaire , ce qui annonce que le point dont il est ques- 
tion , est un point conjugué. 

i 43 . Les points conjugués, comme les points multiples, 

manifestent leur existence en rendant - le coefficient diffé- 

O 

rentiel 

dx 

En efFet, l’équation 

« Ë ‘ ( - p = 0 

étant différenciée et divisée par dx, nous donne 
” dx a '^x dx ^ dx * 



/ . 
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d*y 

et l’on voit que le terme qui est affecté de a Q pour 

coefficient j en différenciant de nouveau, on trouvera que.Q 

d 3 y 

est encore le coefficient de , et ainsi de suite : de sorte 
. dx 3 

que lorsqu’on sera arrivé au coefficient de l’ordre n , nous 
aurons un résultat de la forme 




o.... (65). 



Cela posé , il y a au moins l'ûn des coefficiens différentiel* 
qui devient imaginaire pour une valeur de x , et qui par con- 
séquent contient un radical -, représentant ce coefficient par * 



dx*’ 



il faudra donc qué la fonction de x que représente 



cette expression, ait plus d’une valeur. Cela suffit pour que 
nous puissions conclure, comme dans l’article 137 , que 

dy 

Q = o , ce qui réduira l’équation P + Q ^ = 0 , à P = o ; 

il suit de là qu’on doit avoir ^ 

’ dx o 



Des courbes osculatrices » 

l44. Soient y -=<px ety = Tx , les équations de deux 
Pi g- courbes qui se rencontrent (Eg. 24 ) au point M, dont les 

coordonnées sont AP = x', PM —y', on aura donc , pour 
ce point , 

*x' = Fx'; 



supposons que x' devienne ensuite x' -f- A , les équation* 
précédentes donneront • 



M'P' = ? (x'+A)=,px'+^A+ 
M”P'= F(x'+A)=Fx'+^A+ 



dx /*‘~ + etc.... (66), 



d*px' h * 

1.2 
d a Fx' A 1 , 

__- + e tc ....(6 7 ). 



1 
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Si tous les termes correspondais de ces développemen» 
sont identiquement les mêmes , les courbes se confondront; 
si l’on a seulement Fx' = px', les courbes, comme nous 
l’avons vu, n’auront de commun que le point M ; si, ojitre 

Fx' = px r , on a > ces courbes se rapproche- 

ront davantage ; et encore plus , si , outre ces équations , on 

d*Fx' d î ^x / . . , . ., , . , 

a encore - , - = _ • , - , et ainsi de suite ; car il est évident 
dx * dx “ • 

que la différence de M"P' à M'P' sera d’autant moindre, 
qu’il y aura un plus grand nombre de termes égaux dans 
leurs développemens. 

Cela posé , soient a, b , c, etc. , les constantes de l’équa- 
tion y r=Fx; on peut, sans changer la nature de la courbe, 
donner des valeurs arbitraires à ces constantes. Par exemple, 
ai l’on a l’équation y “ = mx -{- nx*, qui est celle d’une 
ellipse , quelque valeur que l’on donne aux constantes m 
et n, cette équation ne cesse pas d’appartenir à une ellipse , 
puisque l’équation conserve toujours la même forme (bien 
entendu qu’on ne fait varier m et n que de grandeur et non 
de signes, et .qu’on ne les suppose pas nuis). D’après cette 
•observation, on peut regarder comme arbitraires; les cons- 
tantes a , b , c , etc. , qui entrent dans les équations 



/= Fx', 



dFx' d<px' 



dx' 



dx' 



d’Sx' 

dx'“ 



d“?>x' 



— ^ ■ 1 ■ ptr - 

dx'* ’ TC ’ » 



et en prenant autant de ces équations qu’il y a de cons- 
tantes , on déterminera ces constantes par la condition que 
ces équations soient satisfaites. 

Par exemple , si l’équation y —Fx ne contient que trois 
coûtantes a, b,c, on posera 

dFx' àçx' d*Fx' d*px' 
d?“ “ d^T ’ d? r — dx^* 

* 

7 



Fx' = ? x', 
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On tirera , de ces équations , les valeurs de a, de b et de 

d/ 

c , en fonction de x', dey , de etc. ; on les substituera 



daas l’équation y = Fx. Alors elle jouira de cette propriété 
que, lorsqu’on y mettra x' -f-k à la pj^ce de x, l'équa- 
tion (67) , qu’on obtiendra à l’aide de la formule de Tay- 
lor*, aura les trois premiers termes de son second membre 
respectivement égaux aux trois premiers du second membre 
de l’équation (66). ^ 

Ce que nous disons d’une équation qui ne renferme que 
trois constantes , peut s’appliquer à une qui en contiendrait 
un plus grand nombre. 

i 45 . Prenons , ppur exemple , le cas où l’équation y~Tx 
représente celle d’une ligne droite ; Cette équation y =Fx 
sera donc remplacée par celle-ci. 



y = ex + b... (68). 

Les équations de condition , nécessaires pour l’élimination 
des constantes a et b, seront 

<px' — ax+b, = <*•••. (69); 

et comme tpx' représente l’ordonnée en M de 1 k courbe dont 
l’équation est_y == çx,, et que x' correspond ày', nous pour- 
rons remplacer çx' par y, et les équations 69 se changeront 
en 

y' — ax' + b, Ÿx ,= a ’ 
éliminant a, on obtiendra 




r' + é. 



* 



Substituant la valeur de Z), donnée par cette équation , 
et celle de a , dans l’équation (68) de la ligne droite , celle-ci 
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deviendra 



, d/, 

y-y- -£?<■*■ 



•x').... (70). 



On reconnaît dans cette équation, celle d’une tangente 
MT (Gg. 5) au point M, dont les coordonnées «ont x' et y'. p;- 5 
Nous verrons bientôt pourquoi cette droite MT est tangente 
en M. 

146. Reprenons la théorie précédente, et pour éviter les 
périphrases , convenons de dénommer les courbes par leurs 
équations. Nous avons Vu, article \44> q ue s * i es courbes 
y = ^x ety = Fx avaient seulement un point commun , en 
représentant par x' et y’ les coordonnées de ce point, on 
aurait l’éqnation de condition Fx' =çx' \ mais qu’en déter- 
minant deux constantes de l’équation^ = Fx, par les con- 

... _ , , dFx' d«x' , , 

ditions Fx — çx , et les courbes commence- 

raient à se rapprocher. 

Représentons par y =fx ce que devient y = Fx après 
qu’on y a substitué les valeurs de ces deux constantes, la 
courbe y—fx sera une osculatrice du premier ordre, à la 
courbe y=fx ; et si , toujours en vertu des valeurs arbitraires 
qu’on peut donner aux constantes, on élimine trois des con- 
stantes de l’équation y=Wx, au moyen des équations sui- 

va nf pq 

, dFr'_d*x' d’Fx' d‘çx' 

dx' ~ dx' * ~ dx'»"“ (7,) ' 



F x' — çx' 



et qu’on représente par 4<x ce que devient Fx, après cette 
substitution , cette courbe y — 4» c sera une osculatrice du 
deuxième ordre à la courbe = çx , dont elle approchera 
encore plus , et ainsi de suite ; de sorte que pour une oscu- 
latrice dÉbi ,Vm * ordre, nous aurons les équations ' 






dipx' d*F.r* 
dx' ’ dx /% ~ 



d*«x' . d*F.r' d n çx' 

"da/* "" dx'“ dx'“ ’ 



•(7»)* 



H 
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,/ 7 . Nous allons démontrer que, de deux osculatr.ee* 
qu’on a obtenues ainsi , en faisant varier les cons an es d une 
même équation, celle de ces osculafrices qui est d un ordre 
inférieur, ne peut passer entre l’autre et la courbe a laquelle 

on a mené cas o^ulatrices. 

Par exemple , soit MB (Gg. M ) . 1* cou ^ e ^ = > etML 
! ‘ 8 on osculatric e y = ** du second ordre; il s agit de démon- 
trer que l’osculatrice y=fx du premier ordre, ne peut 

passer entre les courbes MB et MC. • 

P Pour cet effet, en mettant x' + h a la place de x, dan 

ces équations , nous trouverons 

, for' j. , . d> » a ' bL etc. 

P'M' ou h) = e * + -jgr » +-JpT a + d*'* a. 3 

# Jl,'. . dH-r' A» 

P'M" OU 4(*'+ fc) = 4 ^+ djr "* dl 7 » a + di' ] a.3 Tt ' ’’ 

_ , d/y. . A'fr’h* à\fx‘ h' 

/(y+fc)=/^+t7 dPT 7 + "dy^ + ’ 

la courbe y = 4x étant une osculatrice du second ordre 
Ày-=<px , il faut qu’on ait 

d-J/x' dipx' d^£'_d^_ 

ÿx' = <px', — dx r ’ dx' a dx' 1 ' 

D’une autre part ,y—fv. étant une osculatrice du pre- 
mier ordre iy=çx, on a encore 

, d fx’ dpx' 

/*'=**> dZ=dF ; 

en vertu de ces équations , on a donc 

çx' — W — f x > 
â<px à^x _ d/y 
àx r 



et seulement 



d a ?x' 

dx'l 



dx' dx' 
z dx' a 
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faisons, pour simplifier , ‘ 

, dV_ 

5 d*'» ~ ’ 

les trois développemens préccdens pourront s’écrire ainsi : 

à?0xf h? 

P'M' ou ? (*'+ h) = K+Vh'+ ^ + etc. -, 

d 3 4 x A 3 

PM" ou 4,(x'+A) = K + \A a +-^,- 0 + etc., 

^ +i) = K + ^ï + 0^ + .,C, 

et en observant que tous les termes , à partir de celui qui est 
affecté de A 3 , ont A 3 pour facteur commun , nous pourrons 
supposer 

d 3 <px' h 3 , 

Âf3T3 + ' K - = M * • 

et en faisant des réductions analogues dans les autres équa- 
tions , on aura 

<p (x'+ /i) = R + VA 1 + MA 3 , 

^<*'4- A) = R + VA* 4- NA 3 , • 

/^+A) = R + i 'ÿgh'+n*. 

Les courbes y—fx et y=z^x étant des osculatrices , 
l’une du premier ordre et l’autre du second ordre . V diffère 

nécessairement dp £ On ne peut donc faire que deux 

hypothèses sur V, savoir : 
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Si V est moindre que i , soit Z l’excès de l sur V, 
on aura 

V + Z ~ ï dx" ’ 

. ' . d */x' 

si au contraire V surpasse \ , la quantité Z sera né- 

gative. 

d’/y * 

En substituant cette valeur de | dans celle de. . . 

f (x'-f- A ) , et en observant que A® est facteur commun , no» 
trois développemens deviendront a 



<p (y -f h) = k + ( v + ma)a®, 
vKr' + i) = R + (V + NA)A®, 
jf(r' + A) = R+(V + Z+PA)A*. 

Or, en faisant A très petit , il est possible que la quantité Z 
indépendante de A soit plus grande que les expressions MA 
et NA qui tendent vers zéro. Aiors, si Z est positif, f (x'-f- A) 
surpasse 0(x'-f- A) et A) ; dans ce cas, on a donc 

ïig. a4- / ( x '+ *) ou P'M* (fig. 2iQ plus grand que P'M' et que P'M", 
ce qui montre que la courbe y —fx , représentée par MM®, 
ne peut passer entre les deux autres. 

Si, au contraire, Z est négatif, on a ou P'M 1 *, 

moindre que P'M' et que P'M". La courbe MM” étant alors 
celle qui s’approche le plus de l’axe des x, ne peut être 
comprise entre les deux autres. 

Fig. 5. 148. On peut maintenant expliquer pourquoi la ligne droite 

(fig. 5), qui, art. 14b, est une osculatrice du premier 
ordre, est tangente à la courbe; car il résulte de notre 
théorie , qu’entre cette droite et la courbe , on ne peut faire 
passer aucune autre droite, ce qui est la propriété de la 
tangente. 

On dit que la tangente a un contact du premier ordre 
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avec la courbe En général , une osculatrice d’un ordre n 
a un contact du même ordre avec la courbe à laquelle elle 
est osculatrice; ainsi, lorsqu’on a, entre deux courbes, les 
équations 

d’pr' d'F r' 

dx'* dx'* ’ 



d(px'_dFx' 

fx-Fx', - dx ,— -JJ, 



ces courbes ont entre elles un contact du second ordre ; ce 
contact sera du troisième ordre si, outre ces équations, on 
a encore celle-ci : 

dW _ d 5 Fx' 

djp ,J .~ 4*' J ’ , . 11 

et ainsi de suite. 

j L’ équation du cercle, qui est 

(y — fiy+(x— *y=y\ 

renfermant trois constante» , nous pouvons déterminer le 
cercle qui a un contact du second ordre , avec une courbe 
MN (fig. a5), dont on a l’équation. Pour cet effet, soient Fig a5. 
x' et y les coordonnées du point M de la circonférence de 
ce cercle ; la valeur de y' sera dornée par l’équation 

( / — PY + ( r'— »)**='/’ (7 3 ) • 

et devra remplacer Fx' dans les équations du contact, qui 
sont 

, , c\tpx' dFi' d’fx / d*Fx' 

»o/ = Fx. TyT=^: 

si nous adoptons en même temps x et^ p pour les coordonnées 
de la courbe yz=:çx, au point de contact, les équations 
précédentes deviendront 



v-v' h— Ë/ ÿy—^y 

7 7> dx~~ dx" dx* “ dx'* 



(74); 



il faudra donc mettre , pour les quantités y , , et 



JO 4 CALCUL différentiel; 

leurs valeurs tirées de l’équation (73) * et de ses différen- 
tielles successives , qui sont 

(/-*> %' + x ' — -=o....( 7 5), 

^ “ « Si + + 1 = °* • * * C76). 

Or, substituer dans les équations ( 7 4 ) les valeurs de y', 

J dx # * * 
dV 

, données par les équations ( 7 3 ) , ( 7 5 ) et (78), n’est autre 

chose qu’éliminer ces quantités entre les équations ( 7 3), 

(74) > (7$) et (76) , ce qui revient à effacer les accens dans 
les équations ( 7 3 ) , ( 7 5 ) et (76) , en observant d’ailleurs que 
quand 

y—y'ç on a x=x'; 
supprimant donc les accens , on trouvera 

ly-W + (* — "T — r*« • -(77) » 

— + * — * = o. . . .(78), 

De cette dernière équation on tire 



y -*—- 



O+g' 



Ëï. 

dx 4 



‘J 



/ 

Mettant cette valeur dans l’équation (78) , on obtient 

d\_ 



C, + in 

V dWdy 



£1 

dx 4 . 
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Si dans l'équation ^ 77 ) on substitue ces valeurs de y . — fi 



^- = v% 

.1 — • > 



- <» , on aura 
(*+&)*( 


■+gy 


! 


m 


($)* 



et, en ajoutant les numérateurs qui ont un facteur commun, 
on aura 



(■+£?(■+£) 

(g)* • ' 

cette équation se réduit à 



=y*; 



(■+%)' 



= y*. 



et , en tirant la racine carrée , donne * 

J'+ à £f_ •* 

#2 _v ' 
dx* 

' - • ? , 1 

i5o. Le double signe est relatif à la position de y : si la 
/ d 2 y 

courbe tourne sa concavité vers l’axe de x , alors sera 

négatif-, et pour qu’alors y s? détermine positivement, nous 
prendrons y avec le signe négatif, et nous écrirons 



y — . 



(■+£)■ 



d *y 

dx* 



• •(8a); 
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car la courbe , tournant sa concav ité vers l’axe des abscisses; 

d 2 y . t 9 

tient la place d’une quantité négative, qui, lorsqu’elle 

sera substituée dans la valeur de y, la rendra positive. 

i5i. On a donné au cercle que nous venons de consi- 
dérer, le nom de cercle oscillateur , et à son rayon, celui 
de rayon de courbure; il ne s’agira donc, pour obtenir le 
rayon de copbure, que d’avoir l’équation de la courbe, 
pour en déduire les coeiliciens différentiels qu’on substituera 
dans la formule 8a. 



Si la courbe devait tourner sa convexité vers l’axe des x , 
nous ferions précéder la valeur de y du signe positif. 

i5a. Ou écrit quelquefois ainsi la valeur de y : 

» . * 

. 1 
(dr>-t- dy>)’ 

* dxd’jc 

Celle formule se déduit facilement de l’éqnation (8a) ; car en réduisant 
au même dénominateur les deux tonnes qui sont sous la parenthèse , et en 
obsenant que la puissance de <Lr’, est da 3 , on obtiendra 



» 

y- 



(d»*-+- dv’ ‘ _ 



(dx* 



■ dr’)‘ 



dx>'i^ 

dx* 



dxd*y 



i57. Pour donner une application de la formule 8a , 
cherchons le rayon de courbure de la parabole NAM 
Fig. a 0. (hg- 2 ^) , dont l’équation est x * = my ; nous trouverons 



donc 



, , dy sx d*y a 

üxàx = mdy , ■¥- — — > jtz— — ; 

J dx m dr a m 

‘)1 



2 

m 



a 

m 
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et en élevant les deux facteurs à la puissance f , on a 



loj 



..C? + -y_(W 



771 



# 

m 



mr 

J 



.(83); 



or , la normale à la parabole ajant pour expression. 

( m % \1 

— + x'y t on voit que le rayon de courbure de la para- 
bole est égal au cube de la normale , divisé par le carré 
du demi-paramètre. * . 

1 54- Le cercle osculateur peut servir à mesurer la cour- 
bure de la courbe en un point M (fig. a5) ; car , si en ce 
point M on décrit , avec le rayon de courbure , un arc a5 ‘ 
ML très petit , cet arc pourra être considéré comme Parc 
même de la courbe , dont il s’écarte très peu j or , plus l’arc 
ML a de courbure , plus son rayon est petit ; d’où il résulte 
que par le décroissement du rayon de courbure, ou par son 
accroissement , on pourra connaître si la courbe augmente 
ou diminue de courbure. 

Par exemple , en considérant l’équation (83) , qui donne 
le rayon de courbure de la parabole , on voit qu'au sommet 

de la courbe , où x = o , y = ^ ; mâis que lorsque x s’ac- 
croît successivement , y augmente , ce qui annonce que la 
courbure de la parabole va en diminuant , lorsqu’on s’écarte 
du sommet. 

1 55. ^ exprimant la tangente trigonométrique de l’angle 

que la tangente en M (fig. a 7 ) fait avec l’axe des x , l’équa- j‘ig, 37 . 
tion de la normale assujétie à passer par un point dont les 
coordonnées sont « et p , sera 

dx , . 
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Cette équation étant la même que l’équation (78) dan» 
laquelle « et p sont les coordonnées du centre du cercle 
osculateur , on voit que le rayon de ce cercle est une nor- 
male à la courbe. * 

1 5 6 . Si maintenant, par tous les points d’une courbe 
Fig. a8. MM'M", etc. (fig. 28) , on mène des rayons de courbure 

MO, M'O', M" 0 ", etc., on construira une suite de points 
O, O', O' ’, etc. ; ces points étant assuiétis à une certaine 
loi , (*) cela suffi’ pour que nous puissions donner le nom 
de courbe à leur système; mais nous ne prononcerons en- 
core rien sur la nature de cette nouvelle courbe qu’on ap- 
pelle la développée de la courbe MM'M*. Celle-ci, considérée 
relativement à la développée , est appelée la développante „ 

* < • 

157. Si l’on passe d’un point à l’autre de la développée , 

non - seulement x et y varient, mais encore», p et y 
varient en même temps; car * et p étant, en général , les 
coordonnées du cercle oscular> ur, comme la développée est 
formée par le système de ces centres , il en résulte que m 
et p sont les coordonnées de la développée ; coordonnées 
qui doivent varier d’un point de la courbe à l’autre. Il en est 
de même de y , qui est le rayon du cercle osculateur , et qui 
représente alors la distance d’un point quelconque de la 
développée à un point de la développante d’où est parti y. 
Par conséquent, en différenciant l’équation (78), par rap- 
port à toutes les lettres (**) et en divisant par dx , nous 



(*) Elle est implicitement renfermée dans l’équation de la courbe MM'M", 
puisque cette courbe étant donnée, la position de ces points en résulte, 
(♦*) On ne peut pas différencier autrement l’équation 

(r -£)•+(* -*)*=>’» 

et ses dérivés ; cependant il semble que nous ayons agi autrement, 
lorsque de l’équation (- 3 ) nous avons déduit les équations (75) et (76), 
Je répondrai que , comme nous avions deux constantes arbitraires dans. 
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obtiendrons 

d’y , d’y dy d /3 d« 

d> + d?“ dl dl + 1 ~ te = ' ° ; 

retranchant l’équation (79) de celle-ci, il reste 



109 



d’où l’on tire 



.dy d0 d» 
dx dx dx °' 



or , art. 67 , 



donc 



d_y d.r d* 1 _ 

dx d/8 dx ^ d/8 * 

dx dx 

1 , dx * 

d/j — djf’ 

dx 



dy __ _d* dx 

dx dx d,i ’ 



et par conséquent, art. 24, » 

dy d* 

dl“"~ 

si l’on substitue cette valeur de ^ dans l’équation (78) , on 
obtiendra 

:y -/8=^(x (84). 



l'équation (^3) , nnits les avons rle'terminces par la condition que les 
fonctions représentées par les premiers membres des équations (c5) et 
fussent nu Iles; mais , sans cela , nous n’auiions pas eu le droit de con- 
clure de ce qoe l'equation (j3) a lieu, que ks équations (jif et (;6) 
doivent aussi avoir lieu. 
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Fig. 3i. 



no calcul dîfférewtiél; 

i 58. Nous «vous vu, article i55, que l'équation...... 

djr 

y — /8= — (x — «), était celle du rayon de courbure 

qui passait par le point dont les coordonnées sont x et y. 

_ . dx d? . „ , . , 

En remplaçant — ^ par — , ce sera toujours 1 équation du 

même rayon; mais l’équation ( 84 ) étant aussi celle d’une 
tangente menée au point de la développée, dont les coor- 
données sont « et Æ ( * ) , le rayon de courbure est donc 
tangente à la développée. 

i5q. Comme dans la démonstration suivante nous em- 
ploierons la diirérentielle d’un arc de courbe , Éous allons 
déterminer cette différentielle. 

Supposons qu’une abscisse AP = x (Gg. 3i) s’accroisse 
de PP' = /i; si nous menons la parallèle MO à l’axe des x, 
nous aurons évidemment 



or. 



corde MM' = }/ MO'-f M'O^ M'O* ; 

M J b=/(x + ^) -/x = ^ A + ëfl" + ’ etC ’ î 



substituant cette valeur oans l’expression de MM', et re- 
présentant par A, par B, etc., les coefliciens de h 3 , de 
h etc. , on aura 

. s 

MM ' = \J Atf + BAH- etc., 

: & 



{*) Observons qu’en general a. et fi étant les coordonnées d'un point 
quelconque de la développée, l\ quation de la développée sera jt j 

donc — représente , art. ji , l’angle que la tangente au point «, fi , fait 
avec l’axe des abscisses. 
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MM' = v/*’(' +£)+"’+ B ' ,,+ etc., 

donc 

^T-=V/ J +^ i 4-AA + B/i > + etc. 

Dans le cas de la limite , la corde se confond avec l’arc 
que je représenterai par s, de sorte que nous aurons 




d’où nous tirerons , en multipliant par dx , 
ës = V/ dx“ dy\ 

160. Pour la développée , dont les coordonnées sont « et 

/3, nous aurons donc également 

# - ______ 

às = \/d« + d/ 3 *. 

161. Différencions maintenant l’équation (77) par rap- 
port à toutes les lettres , nous trouverons 

(y — P) (dy— 49 ) +(* — *) (dx—d«)=ydy; 

l’équation (78) nous donne 

(jfr— P) d^ -f (x — «) dx == o -, 

retranchant ce résultat de l’équation précédente, il nous 
reste 

— ( y — P) àp — (x — «) d<* = ydy ( 85 ). 

Si dans cette équation ( 85 ) et dans l’équation (77) , nous 
substituons la valeur de_y — P , donnée par l’équation (84), 




Fig- *)• 
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nous trouverons ces deux équations 

— (x — «) — (x — *) d<* — ydy, 



mettant x — « en facteur commun, et tirant la racine carrée 
de la seconde , ces équations dev ennent 



d/3*+d**_ 

— (x — *0 — j =vdy , 






t/d«* + d/ï* 

- •— eu* • 



dit 



— V : 



divisant la première de ces équations par la seconde , on 
obtient 

dy = — l/ d/ 8 * + <k“. 

« 

Or nous avons vu , art. 1 So , qu’en appelant s un arc de 
la développée, on avait 

* 

ds = Ÿ d/ 3 * -|- d«“ ; 

en comparant cette équation à la précédente , nous en dé- 
duirons 

dy = — ds, ou d(y-f-s) = o; 



et comme toute fonction dont la différentielle est nulle, est 
constante , nous avons donc y + s = constante; donc si le 
rayon de courbure s'augmenté, il faut que s diminue d’autant. 

On énonce cette proposition en disant que le rayon de 
courbure varie par les mêmes différences que la développée. 

162. Soient (fig. 29) MOr=y; OB = s; M' 0 ' = y; 
O'B = s' ; nous avons donc, pour le rayon de courbure MO, 



ou 



y -{- s = constante, 

MO -J- arc OB = constante .... (8G). 



o 
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Pareillement, le rayon de courbure M'O' donne lieu à 

l’équatign - 

y' -J- s' = constante , 

Ou 

M'O' -f- urc O'B = constante. . . . (87) ; 



.les seconds membres des équations (86) et (87), représen- 
tant une même constante , nous tirerons de ces équations, 

M'O' + arc O'B = MO -f- arc OB , 

et par Conséquent , 

M'O' — MO =arc OB — arc O'B = arc 00 ', 



ce qui nous apprend que la différence de deux rayons de 
courbure est égale à l’arc qu'ils comprennent entre eux. 



i 63 . Il suit de là, que si l’on applique sur la développée 
OB (fig. 29) Un fil qui , se terminant tangentiellement , soit f ig. 39. 
fixé au point Mdela développante MC, lorsqu’on dévelop- 
pera ce fil , en le laissant constamment tendu , son extrémité 
M décrira dans ce mouvement la développante MC; car, en 
supposant que dans son mouvement il soit arrivé dans une 
position O'M', il se sera accru de OO', et par conséquent 
égalera en longueur le rayon de courbure qui passe par le 
point O' ; donc l’extrémité M' de ce fil sera sur la déveloj.-* 
pante. 



164. Voici de quelle manière on peut trouver l’équation 
de la développée : i°. on tirera de l’équation de la courbe, 

les valeurs de y, et des coefticiens différentiels^., etc.; 

J dx dx* 



a 0 , on substituera ces valeurs dans les équations (78) et (79), 
ce qui donnera deux nouvelles équations, qui ne seront plus 
que des fonctions de x\ 3 °. éliminant x entre ces équations, 
on parviendra à une équation entre * et fl. Cette équation 
aéra celle de la développée. 



8 
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1 65. Déterminons par ce procédé la développée de U 
parabole , dont l'équation est x 1 = my : en différenciant on 
trouve 

axdx = mdy, 

et par conséquent 

dy ax d^y a 

dx 'm ’ dx a m ’ 

substituant, dans les équations (78) et (79), ces valeurs de 
y, de ^ et de ces équations deviennent 



dx 1 



.V 



\77l / TU 

(- — / 3 ')-+^r+i = o — (89); 
\tn J m m 



igrv 

•iv 



retranchant l’équation (88) de l’équation (89), multipliée par 
x, on obtiendra 

, 4* 3 , , ' . 

D’une autre part , l’équation (89) multipliée par m*, et . . 
réduite , nous donne 



6x* — am/3 -f- m* = o ; 



d’où l’on tire 



cm . 



3x* m 

^V+ 5 "— ^ 



En éliminant x entre les équation* (go) et (gt), on aura 
l’équation de la développée. 

Mais avant de faire cette opération , remarquons que pour 

l’origine ou x = o, les équations (90) et (91) se réduisent à 

* m ' m 

Eig. 3a. » = o , fi = — ) -en prenant donc AB = — (Gg. 3a), on a le 

2 2 

point B de la développée j on voit ensuite, par l’équa- 
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t)on (91) » tl u en donnant des valeurs positives ou négatives à 
x, fi augmente à mesure que ces valeurs s’accroissent , d’où 
il résulte que la développée se compose de deux branches 13 C 
et BD. t 

16G. Pour éliminer x entre les équations (gc) et fgt) J a 
première, élevée au carré , donne 



x 6 = «t a 



ib' 1 



d une autre part, on tire de l’équation (gi) t 

..••• ' ■ ' " . 

en élevant au cube les deux membres de cette équation on 
trouve ‘ 

égalant ces deux valeurs de x 6 , et divisant par m 3 on 
obtient * 

v 37 * 



r ‘ 



appelons fi' la quantité fi — et multiplions par 27, cette 
équation devient 



^ = (*), 



n 11 est facile de t )rouver <I ue brandies BC , BD se tournent leur, 
convexités; car en différenciant l’èqaation ou p =n j > on 

Ù1ÊL — _ » Ji ~s_ a /» , -, . 

d,*,,— s" * V y ^.valeur négative pour «positif comme 

pour « négatif, ce qui prouve que chaque branche tourne sa concavité ' 
*«« J axe de® x. • 

1 • • 

s.* 
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37 

Fig. 3a. en faisant -~ m = n; l’origine est alors transportée eii B, 

. m 

puisque 0 — P — — . 

167. Une osculatrice peut être située de «Jeux manières 
différentes , à l’égard de la courbe avec laquelle elle est en 
contact : i°. elle peut avoir ses deux branches toutes deux 
Fig. 33. ait -dessus de la courbe, comme dans la fig. 33, ou toutes 
Fig. 34. deux au-dessous, comme dans la fig. 34; alors l’osculatrice 
ne fera que toucher la courbe ; a°. l’osculatrice peut avoir 
une branche au-dessus de la courbe et l’autre au-dessous , 
Fig. 35. comme dans la fig. 35 ; dans ce cas, l’osculatrice coupera 
la courbe au point M. 

Fig. 3f. 1G8. On va démontrer (fig. 36) que le cercle osculateur 

coupe la courbe. 

Soient pour une même abscisse x -f- h , 

Y l’ordonnée de lp courbe, 

Y' l’ordonnée de Tosculatrice ; 

on a donc 

Y = ç (x 4- A) = <px -f- Ah -f-BA a + C/1 3 -j- etc. , 1 
Y'= F(x -f- A) = Fx -f- A'A-J- B'A a -f- C'A’-f- etc., J 

Or, puisque le cercle est une osculatrice du second ordre, 
les trois premiers termes de ces développemeiîs seront le* 
mêmes ; donc la différence des ordonnées , qui correspondent 
à x -f- A , sera 

(C — - C')A 3 -f- etc. . . . (93). 

Supposons maintenant que l’abscisse devienne x — A ; il 
faudra changer h en — A dans la différence des ordonnées, 
qui deviendra 

— (C — C') A 3 -f-etc... .(g4)- 

* 

Or, comme le premier terme des suites (g3) et (g4) peut 
«urpasser la somme de tous les autres termes, eu prenant h 
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assez petit , il en résulte que la différence des ordonnées 
changera de signe , lorsque l’abscisse, au lieu d’être a? -f -h , 
sera x — h\ ainsi, en prenant (lig. 36 ) PP"=rPF=/t, si Fig. 36 . 
la différence des ordonnées correspondantes à x-\-h-est 
une quantité positive, c’est-à-dire si l’ordonnée FM' de la 
courbe surpasse P'N', l’ordonnée P"î^ " de l’osculatrice sur- 
passera l’ordonnée P"M" de la «ourbe : d’où l’on conclura 
que l’osculatrice est d’un côté au-dessus de la courbe et de 
l’autre au-dessous,, et par conséquent la coupe. 

Ce que nous disons du cercle, qui. est une osculatrice dir 
deuxième ordre , peut s’appliquer à toute osculatrice d’ordre 
pair. 

169. Si l’osculatrice était d’un ordre impair, elle touche- 
rait seulement la courbe, au lieu de la couper. Cela est 
évident d’après la démonstration précédente. 



170. Voici le théorème que nous avons promis de donner, art. i 38 , sor- 
Ica points multiples. Si Ica courbes qui sc réunissent en un de ces points , 
ont line tangcnlc commune, dont l’équation soit représentée par a jr’-f- i, 
nous changerons Far en ttx + b, dans la seconde d^équatious (93), ce. 

qui donnera — ou A' ==a , et tous les (pures coefficiens de cette équa- 
tions seront nuis. La tangente étant une osculatrice du premier ordre, 

<pr-f-A/i égalera Fx-h A 'ti , ce qui réduira la différence des équations (93) 
à Y — Y' = B/r’-f-C/i J -t- etd. 

Cette différence des ordonnées devant avoir une valeur double, QMet QM' 

(Gg. 3 o), il faut que l’un des coefficiens différentiels qui sont représentés par Fig. 3 o, 

R , C , etc. ait deux valeurs. Soit ** ce coefficient; si l’on prend les dif- 



férentielles successives de l’équation Pd x -f- Qdy = o, nous avons vu, 
art. 1^3, qu'il chaque différenciation Ip terme Q reste toujours facteur 
de la différentielle de l’ordre le plus élevé de y; de sorte que la diffé- 
rentielle de l’oTdre n delà fonction proposée, pourra être représentée par 



d"v 

Qdf. + K=o. 



d»r 

dx* 



devant avoir dçux valeurs, on prouvera, comme- 



dans l’art. i 37, que Q est nul. Cette valeur de Q réduira celle dt P 4 , 
|éfO ; d’oil il siul que l’équation =: — q donnera — -. 



4 
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Application du théorème de Taylor au développe- 
ment des fonctions des deux variables qui re- 
çoivent des accroissemens. 



171. Lorsque dans une fonction u, de deux variables in- 
dépendantes x ety, on change x en x+ A , et y en y + A , 
Je théorème de Taylor peut nous donner le développement 
de cette fonction. En effet, si l’on substitue d’abord à a; la 
valeur x -f- h , on aura • • 

j., . , . . du , , d a u h 1 . d 3 u h? , , 

/(x+M=“+ S /, + d^ ü + d? O + GtC - ( 9 5) ; 

h étant en évidence dans ce développement,^ ne peut être 

contenu que dans les fonctions u , ^ , ~r~» t-t , etc. Chan- 
* . dx dx J dx J 

géant donc y en y -f- k dans ces fonctions, nous remplace- 
rons , dans l’éqmtion (g 5 ) , 



. dit , d 3 u k * . d’u P 

“P ar “+ à^’ k + àÿ 7 + 



du 

dp aJÎ + etC ’' 



du 


du _i 


rl àu 

°'dx 

h 


dx r ~ dx * 


ày 






d*u 


d*u 


d 3 u 


d ‘dxV 


& ar à^ + ~àf l 


etc., 


etc. , 


etc.. 



d». 



du 



d’- 
’dx F 



dxA* u* « 

' “dp" 2 + “dp“ ÏT 3 + etC ' ’’ 

d»n Vu 

‘dx 3 *’ , dx* P , 

■ f -d7’-r3 +etC ’ ; 

etc. , etc. ; 



d y 2 

etc. , 



et formant autant de lignes qu’il y a de termes dans l’équa- 
tion (9 5 ) , nous obtiendrons 



DÉVELOPPEM. DES FONCT. DE DEÜX VARIABLES. 1IÇ) 

/(*+A<y+*)=?u+gÿ*+ j+etc. 



d *^ u 
du, 'dr 



A&+ etc. 



(96). 



d a u h* -■ 

4 - h etc. 

Tdx a 2 r 

-f- etc. 



172. Si l’on eut fait les substitutions dans un ordre in- 
verse , on aurait d’abord trouvé , en changeant y en^ -f- k, 

r. . * . du , d’« k % d 3 U k 3 

f(x,y+ k)c=u + ^k y + ^3 ^ + ^C. ; 

V . ' 

et en mettant ensuite dans chaque terme x -f- h à la place de 
x , on serait parvenu à ce développement 

r, . , . , . du . . d*u h* > 

f(y + k,x+h) = u + 7 *rh+ + etc. 



+ 



dix 

du 

Sÿ 



dx a a 
d ^ 

k +te hk + etc ->~*<3 7 )‘ 
, d’u k » . 

+ t-tj e tc. 

dj* 2 

-f- etc. 



X.’ ordre dan* lequel nous avons fait ces substitutions étant 
arbitraire, puisque devant mettre x-{-h partout où entre 
x, et^-f-fc partout où entre y , ces opérations ne peuvent 
influer l’une sur l’autre ; il en résulte que les deux dévelop- ’ 
pemens 96 et 97 doivent être identiques , et que , par consé- 
quent, les termes affectés des mêmes produits de h et de k 
ont les mêmes valeurs. Si nous égalons donc entre eux le* 
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termes qqi sont multipliés par hk , nous obtiendrons 



, dit , dn 

à -àï_ à ty 
àx ‘ 



ou plutôt 



d*u 



d’u 



ày àx * **■ àxày-àyàx 

Cette équation nous apprend que pour prendre la différen- 
tielle seconde du produit de deux variables, l’ordre des diffé- 
renciations est arbitraire. On prouverait la même chose pour 
les coefficiens différentiels des ordres supérieurs, en égalant 
entre eux les coefficiens différentiels des autres termes des. 
équations (96 et 97), ' . ’ 

Des maxima et minima , dans les fonctions de deux 
variables. - • 



173. Nous venons de voir, art. 171, que si, dans une fonction de 
deux variables indépendantes x et y, on remplaçait x par x-t-h, es 
y par 7^ -f- A, le développement de f (x+ h, f-hk) était donne par l’équa- 
tion (96). Si dans cette équation nous rcpréscntons/(x-t- hy+k) par 
d — 

Ti r t ’ dar d’u 

U , k par mn , et P ar d^djr’ nous aarons 



-, . /"d u du\ t , Z' à' u d’u . d’uN 

v + W + ï Of m ' + 2 + &0 



d*ix 

. — ,-2-1 — ; — ni- 

v-tbr’ dxdy 

termes t/i h 1 , en ht, etc.. . . {98). 



Pour que u soit un maximum ou un minimum, il faut que, quelque 
valeur que l’on attribue ;yix arcroissemens h et A, U soit toujours plus 
grand que u ou toujours plus petit ; or , cela n’est possible qtie d'autant 

que le terme m + È) est nul, car si cela n’était pas, ce 

terme , art. 89 , pouvant être rendu plus grand que la somme algé- 
brique de tous ceux qni le suivent , mu yennant une valeur convenable de 
hjcn prenant successivement cette valeur négative et positive , on ren- 
drait , dans l'nn des cas, U plus grand , et dans l’autre moindre que u ; 
ainsi , pour que cette fonction u soit un maximum ou un minimum , il 
faut que l’ou ait ... 



Kë m+ a9~‘ 
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ou plutôt 



1511 



du 

d x‘ 



du 

<II : 






L'accroissement k étant arbitraire , il en doit être de même de m ; par 
conséquent cette équation a lieu quelque soit m , ce qui exige qu'elle se 
partage en celles-ci : 



du 

r=». 

A r 



du 

dT~°' 



174 - Examinons maintenant ce qui distingue le maximum du mini- 
mum. Pour cet effet, remarquons que puisque le terme en A est nul , 
c’est le terme en A » qfli doit décider du signe de la somme algébrique de 
tous ceux qui suivent u; il faut donc que le terme en A», s'il n'est pas 
nul, ne puisse , par des valeurs de A et dc k , se déterminer tantôt po- 
sitivement, tantôt négativement, autrement U pourrait être, ^uns un 
cas, pins petit, et dans un autre plus grand quc*u ; ainsi, nftus allons 
chercher la condition qni doit avoir lien pour que le terme en h * con- 
serve toujours le même signe , quelles que soient les valeurs qu’on donne 
à A e t à k. Dans celte vue, représentons le terme en A» de l’cquar 
_ tion (98) par 

f - A*(Am?’+aBt»-f-Ç); • • 



È, 



mettant A en facteur commun , ce terme deviendra 

x ) ••• (99)i 



-AA» 

3 



r b . c> 

1 tn* 4- 3 ^ 



ajoutons sous la parenthèse la quantité identiquement nulle — — , 
l’expression (99) pourra s’écrire ainsi : 

- lAA»[( w + |)*4-^-?i]...(,oo) i 

et l’on voit qu'elle sera toujours du signe de A Ji , C et A étant de 
C B* 

mêmes signes, l’on a — > — c'csl-à-dirc AC > B» j car alors la quan- 
A A* 

titc, qui est multipliée par i AA*,*era essentiellement positive, et 

le signe de l’expression (100) dépen Aa de celui de A , de sorte qu’on 
aura un maximum ou un minimum, suivant que A sera négatif ou po- 
sitif, c’est-à-dire suivant le signe de qui est le même que celui do 

d’u \ " 

■j-- , parce qu'on a vu que C et A étaient supposés être de même signe . 
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De la transformation des coordonnées rectangu- 
gulaires en coordonnées polaires. 

f*S- 79 * 175. ^Considérons une courbe BDC (Gg. 79) dans laquelle. 

on a déterminé, de position , un point M, à l’aide des coor- 
données rectangulaires AP = x et PM = y \ ce point peut » 
être également déterminé si l’on donne l’angle MAC et le 
rayon vecteur AM ; mais comme on mesure ordfhairement 
les angles par les arcs , nous remplacerons l’angle MAC par 
l’arc mo , décrit avec un rayon pris pour unité ; ainsi , en 
nommant t cet arc rçio , çt u le rayon vecteur AM , nous 
pouvops substituer le système des coordonnées polaires t et 
u à celui des coordonnées rectangulaires AV~x et PM= y. 

176. Il est à observer que l’origine des abscisses est quel- 
quefois placée ailleurs qu’en o, car le point M est également 
déterminé, lorsqu’après avoir pris un point 0' pour origine, 
on donne l’arc o'm et le rayon vecteur AMfcdans ce cas , 
nous pouvons représentai o'm par et alor^putes les ab- 
scisses , comptées de l’origine o , différeront des abscisses 
comptées de l’origine o', d’une quantité constantes 00', et il 
y aura entre elles la relation suivante : 




Comme, au moyen de cette relation, on peut toujours 
changer l’origine de la manière qui nous convient , nous 
supposerons , poqr plus de simplicité , l’origine en o. 

177. Représentons maintenant pag F(x,y) = o, l’équation 
dans laquelle nous voulons changer les coordonnées rec- 
tangulaires AP = x et PM y=y en coordonnées polaires. 
o m = t et AM = u , et cherchons les relations qui existent 
entre ces coordonnées ; nous avons évidemment 

AP = AM cos MAP, PM = AM sîn MAP , 

eu ‘ * - 

X = u cos t , y = u sin t. . , .(loi).. 
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Il suffirait donc de substituer ces valeurs dans l’équation 
représentée par F(x,_y) = o, pour obtenir celle qui serait 
rapportée à des coordonnées polaires. 

178. Si l’origine des coordonnées rectangulaires x et y 
n’est pas au centre A de la courbe (fig. 80) ; soient x', y' les j ig, g 0 . 
coordonnées comptées de l’origine A', et a et files coordon- 
nées comptées du centre A j on aura 

S ' 

AP = A'Q — A'B, MP=MQ— AB, 






y=y-b, 



valeurs quon substituera dans les forpiules précédentes. 

De la transformation des coordonnées polaires en 
coordonnée •£ rectangulaires et détermination 

de l’exprjmion différentielle de l’arc dans une 
courbe polaire. 

179. L’équation rapportée à des coordonnées polaires étant 
représentée par F(t,u) =0, on voit d’abord (fig. 79) qu’on F‘S- 79. 
peut remplacer u par sa valeur tirée de l’équation 

AM* = AP* -f- PM*, 
ou 

u* =r x 1 + ‘y*. . . . (t 02). 

■9, , " • ~ . 

Al’égarddef, les équations (101), divisées l’une de l’autre, 
nous donneront 



y sin t 

x coa t 



tang t. 



d’où l’on tire 



t= arc ^tang— 



Cette valeur de t et celle de u étant substituées dans l’équa- 

•*. . . 

• --h- 

. 1 . * r - . 
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tion représentée par F(f,u) = o, on obtient 

F |^arc ^tang= = o. . . .(io 3 ). 

C’est ainsi qu’on parvient à une équation en x et en y, et 
affectée d’une quantité transcendante. 

180. On peut aussi obtenir entre x et y, une équation 

qui ne contiendra point la transcendante arc ^tang = 

mais qui renfermera des différentielles; pour cela, on diffé- 
renciera l’équation qui est représentée par la formule io 3 , 
ou, comme cela se pratique, on emploiera le moyen sui- 
vant pour arriver à ce but : représentons toujours par 
F (u,t) =0 l’équation qu’il s’agit de transformer en une. 
fonction des coordonnées rectangulaires x et y ; nous ve- 
nons de voir, art. 17g, que la valeur de i/tpouvait s’expri- 
mer en x et eny^ , sans transcendante , mais q*u’il»n’en était 
pas de même de t ; c’est pourquoi nous chercherons d’abord 
à éliminer t entre F(t,u) = o, et la différentielle de cette 
équation , que nous représenterons par F (t,u d l, du) = o ; à 
la vérité, nous introduirons dans le résultat de l’élimi- 
nation, les différentielles dt et du; mais ces différentielles 
pourront s’exprimer eri fonction des variables x,y, dx et 

dy. En effet, les équations (tôt) nous donnent 

' • .. - 

cost=-,' sin t =z%.. . . 

u u 

Divisant l’une de ces équations par l’autre , on obtient 



si n t 

ou tangf 

cos t 0 






différenciant , il vient 



* dt xdy — ydx _ 

CoTt X* "■ * 
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remplaçant — par sa valeur tirée de la première des 
équations (104) } et supprimant le diviseur commun x a , on 

«*df =xdy — ydx, 



trouve 



et par conséquent 

. xdv — ydr 
df = — 



(io 5 ); 



et en mettant pour u sa valeur, cette équation devient 

x* -J- y * 

La différentielle de l’aulre variable se trouve encore plus fa- 
cilement; çar l’équation (i 02) nous donne 



u=\/x»+y>-, 

cette équation étant différenciée , nous ayons 

, xdx 4 -ydv 
d u~ ^ 

V/x a 4 -y 1 • 

au moyen de ces valeurs de dt, de du et de u, on changera 
l'équation obtenue par l’élimination de t, en une autre qui 
ne contiendra plus que x, y, dx et dy, et qui par conséquent 
se rapportera aux coordonnées rectangulaires. 

18 1. On a vu, art. 159, que la différentielle d'un arcz, 
rapporté aux coordonnées rectangulaires, avait pour expres- 
sion ' 

dz= j/ dx a -J-d y*. . . . (106). 

On peut se proposer de déterminer la différentielle du même 
arc, lorsque les coordonnées sont polaires ; dans ce cas, on 
substituera dans l’équation (106) les valeurs de dx etdedy, 
tirées des équations , . , 

x=ucost, et _y = u sinf , 
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et l'on trouvera , en différenciant ces équations , 

dx = — - u si n t . df -f- «as t du, 

dy = «cost dt+ sinf du. 

» 

Élevant ces équations au carré , et réduisant à l’aide de la 
formule 

V sin 3 t-j-cos i t = 1 , 

on obtiendra 

• dz= [/ u 2 dt î + du*. 

Telle est la différentielle de l’arc en fonction des coor- 
données polaires. 

Des sous- tangentes j sous-normales , normales et 
tangentes aux courbes polaires. 

183. On sait que dans les courbes à coordonnées rectan- 
Fïg. 81. gulaires , la sous-tangente A t (fig. 81) est toujours comprise 
entre le pied P de l’ordoipiée et le point t, où une perpen- 
diculaire Af à cette ordonnée vient rencontrer la tangente ; 
conservant la même définition pour les courbes polaires , 
où l’ordonnée n'est plus PM , mais le rayon vecteur AM , 
la sous-tangente sera alors la perpendiculaire AT, comprise 
depuis le point A jusqu’à la rencontre T de la tangente. 
La sous-tangente a donc une position différente dans les 
courbes polaires' que dans les courbes qui ne le sont pas j 
car dans les unes la sous-tangente est toujours comptée sur 
l’axe des abscisses, tandis que dans les courbes polaires, 
où cet axe n'existe pas , la sous-tangente varie déposition à 
chaque point de la courbe. 

i 83 . Déterminons maintenant l’expression analytique de 
la sous-tangente dans les courbes polaires. Pour cet effet, 
Kg. 8a. soient AM et AM' (fig. 82) deux rayons vecteurs , et du 
point M menons la perpendiculaire MP sur le rayon vec- 
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teur AM', et, à cette perpendiculaire, menons la parallèle 
AT ; les triangles semblables ATM', PMM' nous donneront 
J a proportion . 

pm': pm : : am':at-, 



d’où l’on tire 



AT — 



AM'XPM 

PM' ’ 



et en observant que PM' C3t un côté du triangle rectangle 
PMM', eetle valeur de AT devient 



AT = . 



AM' x* PM 



y MM'“ — PM 1 ' 1 

dans le cas de la limite , AM' est égal à AM , c’est-à-dire à 
u , PM se coî.fond avec l’arc MN , la corde MM' avec l’arc 
MM', et AT devient la sous-tangente. 11 ne s’agit donc plus 
que d’avoir, pour le cas de la limite, les expressionj M'M 
etMN; la première de ces expressions n’est alors que la 
différentielle de l’arc de courbe ; donc, art. (181), 



M'M = {/ u*dt u -jr du a ; 

à l’égard de MN , les secteurs ARR' et AM N nous donnent 
la proportion 

ar : RR' :: am : mn, 

ou I . 

1 : RR' :: u : MN; 

donc MN == u.RR', quantité qui, dans le cas de la limite, 
se réduit à udt. Mettant ces valeurs de MN et M'M dans 
celle de AT, après qu’on y aura changé AM' en u, et PM 
en MN, et réduisant, nous trouverons 

« AT=^f. : ’" : :• 

du / 

Telle «st l’expression de là sous-tangente. 
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184. Pour déterminer la sous-normale , nous observerons ' 
que la normale SM étant perpendiculaire à la tangente', 
Fig. 8:. l’ordonnée AM (Gg. 81) dqit être moyenne proportionnelle 
entre la sous-tangente et la sous-normale ; par conséquent 
nous ayons 

AT : AM AM : sous-normale, - ' 



ou 



donc 



u’dt , 

— — : u :: u : sous-normale 1 
du ' 



sous -norme le — 



du 

dî ' 



à l’égard de la normale et de la tangente , les triangles rec- 
tangles MAS , MAT donnent 

MS= l/MA^-l-AS 2 , MT = l/MA- -f- AT*. 

Substitifhnt dans ces équations les valeurs de MA, de AS 
et de Al’ , nous trouverons 

t 

normale = ^ u*-\- ~ , tangente = u 1 -f- u‘ . 

1 85 . Pour trouver l’expression analytique du secteur dans 
Fig. 8a. les courbes polaires , le triangle AM'M (Kg. 82) nous donne 



aire AM'M : 



AM' X PM 



dans le cas de la limite, l’aire du triangle AM'M (fig. 82) 
devient celle d’un secteur élémentaire , la perpendiculaire 
PM peut être remplacée par l’arc MN , que nons avons trouvé 
égal à uùt, et AM' se réduit à u. Substituant ces valeurs 
dans l’équation précédente, nous trouverons 

aire du secteur élémentaire = — — . 

• 2 



RAYON DE COURBURE DES COURBES POLAIRES. 1 Qg 
On peut aussi exprimer le secteur élémentaire en fonction 
des coordonnées rectangulaires , car en mettant dans cette 
équation les valeurs de u et de d t , données par les équations 
‘Jôa et io5 elle devient 



aire du secteur élémentaire ~ 




a 



De la détermination de 1 expression du rayon de courbure 
dans une courbe polaire. 

i86. Nous avons donne, art. i.}ç), l'expression du rayon de courbure , 
rapportée & des coordonnées rectangulaires ; en nous réservant la inculte' 
d’affecter celte «pression du signe qui rendra y positif, nous l’écrivons 
ainsi r . 



» = 






d*r 

dr* 



(i°7). 



Pour avoir cette valeur dé y exprimée en fonction des coordonnées po- 
laires , il ne s’agit que d’éliminer les coefficicns différentiels qui entrent 
dans cette impression , au mojfen des équations suivantes : 

r=ucosi, j = «sint; ^ 

différencions ces équations, et divisons ensuite les résultats l’un par 
l 'autre , nous obtiendrons 

dr du sin t -+• u cos tdf 

tir du cos t — u siu tdt ’- 

représentons par m et par n les deux termes de celte fraction , nous an- 



et par conséquent t 



«O 



m =vlu sin t -f- « cos tdt 
n = du cos t — u sin tdt 



dp m , . 

£ = (tôt*), 

dy> m* 
dr” — ~n‘~ 



|... (to8; ; 



Au moyen de cctu équation on trouve, pour le numérateur de U 

à 



j 3 o calcul différentiel; 

▼a leur de y, 

(■+Ë)*=(^) ! î 



devant chaque terme de. celte fraction & la puissance - , et observant 
3 

que la puissance - de n’ est n 1 , on a 






(nM-m*)® 



ri> 






différenciant ensuite l'équation (109) nous trouverons 



d'y ndm — mdn 
dx ~~ n* 



divisant le premier membre de cette équation par dx, elle second par n, 
qui équivaut A dr, nous aurons 



djy 

d * 1 



ndm — m dn 
n 3 



... (Mi). 



An moyen des valeurs données par les e'quations (tio) et (lit), l’équa- 
tion (ioy)devient 



y — 



fit * -b m 1 )* * 
ndm — mdn 



(ni). 



Il ne s’agit plus que de transformer celte équation en une fonction de 
t et de u. Pour cet effet , on déterminera d'abord la valeur de n* + m», 
en ajoutant les carrés des équations (108); et en réduisant à mesure, an 
moyen de l’équation siu’rH-cos*r = t , on trouvera 

n* <+• m* = du' -f" u*dt> . . . (t i 3 ). 



A l'égard dn dénominateur de l’équation (lia) , nous différencierons 
successivement les équations (108) en traitant dt comme constant ; et 
multipliant respectivement les résultats par n et par m , nous trouverons 



ndm as nd*u sin t •+• andu cos tdt — «usin tdt*, 
mdn = md’ucos t — amdu sin tdt — mu cos tdt’ ; 

la seconde équation étant retranchée de la première , nous trouverons 



ndm — mdn — d»u(n sin t — m cos t) 
adiidtÇn cost-f- m siot) 
— udv (n sint — meott) 



}' 
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DES COURBES TRANSCENDANTES. l3 4 

multipliant la seconde des équations (107) par sin t et la première par 
c °s t , et les retranchant l'une de l’autre, et réduisant au moyen de la 
relation «n*t -f- co»*t = 1 , noua obtiendrona 

n tint — m cos t =— ud/. 

Opérant d’une manière analogue pour former la râleur de ncost+mainf 
nous trouverons * 

n cos t -f. nt ain t = du. 

Substituant ces Valeurs dans l’équation (114), cette équation deviendra 

nd«~-mdns= — pd**dr4.ad«»dr-f.w>dr>... (,,§). 

An moyen des valeors que nous venons de déterminer, les équation* t . fi) 
et (ti 5 ) changeront l’équation (tu) en * 

a 

— (du’-f-usdt 1 )* 

* — adu’di — ud'udt -f u*dti‘ 

Des courbes transcendantes* 

187. On appelle ainsi les courbes qui contiennent des 

quantités transcendantes ou des coefficiens différentiels et 

en général, les courbes dont les équations ne peuvent être 
exprimées par un nombre fini de termes algébriques. Nous 
ferons connaître quelques-unes des plus remarquables de ces 
courbes. 

De la spirale d'Archimède ou de Conon. 

188. Voici la génération de cette courbe : tandis ouel« 

rayon AB (fig. 3 7 ) décrit une révolution, un point A se Fia 3 - 
transporte du centre A à l’extrémité B de ce rayon et «e * ' 

meut d’un mouvement uniforme, de telle manière 'que le 
point mobile qui était en A au commencement de la rotation 

de AB, se trouve en B lorsque AB a décrit une révolution 
entière autour du centre A. Le point mobile décrit dans ce 
mouvement la spirale d’Archimède. 
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,g 3 calcul différentiel; 

Soient AB = a , arc BN = t , AM = u ; on a donc , d’après 
ïa définition précédente , 



ou 



AM ; AN arc NB : BCDB, 
u a :: t : a *a. , 



d’où l’on tire 




Cette courbe , comme on le voit, n a pas ses cobrdonnées 
r«tangulaires. Lorsque AB a décrit une révolution entière* 
Tare NB équivaut à la circonférence ; donc alors * = a»a, 
ce qui change l’équation précédente en 



Si le point A continue à se mouvoir toujours uniformé- 
ment , le rayon AB décrira une seconde révolution autour 
du centre A ; et si l’on prend BB' ==BA, le point mobile 
arrivera en B' au bout de cette seconde révolution ; aldrs t 
sera égal à ipa, ce qui donnera u = aa ; ainsi de suite. 

De la spirale logarithmique. 

189. La spirale logarithmique est une courbe polaire 
8l . dans laquelle l’angle AMT (fig. 81) , formé par le rayon 
vecteur AM , avec la tangente MT à la courbe , est cons- 
tant. Ainsi, en nommant a la tangente trigonométrique de 
‘l’angle AMT > nous avons donc 

tang AMT = a -, 

or, le triangle TMA , Vectangle en A, nous donne la pro- 
portion 

r ; tang AMT AM : AT ; 



v. 



, donc; 



DE LA SPIRALE LOGARITHMIQUE. 

AT 



i33 



tang.AMT = 



AM‘ . 



Remplaçant le rayon vecteur AM par u , et AT par l’ex- 
ii’d( 

pression que nou*avons trouvée, art. i83, pour la sous* 
tangente d'une courbe polaire, nous aurons 



tangAMT, ou a=~ : 
du 



d’où nous tirerons 



aàu , 

— ~ = d{... (i îS) ; 



ôt en intégrant, nous trouverons • 

a log u = t -f- constante. 

Soit e la base du système Népérien ; si l’on regarde a. 
comme le logarithme . de e, dans un certain système de. 
tables , on pourra remplacer a par Le , et alors Le log u re- 
présentera le logarithme de u dans ce système (*) ; de sorte 
que nous aurons 

Lu = t -f- constante. 

190 . On peut construire la spirale logarithmique par points 
de la manière suivante : ayant partagé la circonférence. 

OO'O" (Gg. 83) en parties égales , on mènera des rayons aux Fig. 83^ 
points de division, et sur ces rayons on prendra les parties 



(*) Pour le démontrer , soit e la Hisc du système Népérien; nous 
aurons u = e io * 1 “; prenant les logarithmes dan, le système des table*, 
indique par L , nous aurons 

Lu = h (e l °f “) =5 log «Le, 



/ 
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Am , Am', Am", Am*, etc. , qui soient en progression géo- 
métrique; les points m, m', m", m", m*', etc., appartien- 
dront à une spirale logarithmique. En effet , en supposant 
que les parties mm', m'm“, m"m", etc. , aient très peu d’é- 
tendue , on pourra les regarder comme des lignes droites » 
et alors il sera facile de prouver qtife les triangles A mm', 
Am'm", A m"m", etc., sont semblables; en effet, les angles 
en A sont égaux par construction , et les angles mm' A , 
m’m" A, m"m"A, etc. , le sont par la propriété principale do. 
la courb™ nous avons donc cette suite de proportions : 



Am ; Am' ;; Am' : Am*, 
Am': Am* Am* t Am*, 



etc. , etc. , etc. , 

ce qui nous montre que les ordonnées Am , Am', A m\ 
Am", etc. , sont en progression géométrique. 

igi. Dans la spirale logarithmique , ta normale est égale an rayon Je 
courbure. En effet, l'expression de ce rayon, dans une courbe polaire, 
étant, tus. 1 80, 

9 l 

(du* - f- u*dt a )‘ 

* adu^dr — ud’udt -4- u*di* ’ 

il faudra, dans cette formule, mettre les valeurs de ductded'u tirées de 
l'équation de la spirale logarithmique; or, l’équation (116) nous donne 



, ude 
du — , 
a 



d»u =c 




udtV 

~à^ i 



substituant Ces valeurs dans celle de y, nous obtiendrons 



, = fer) , = (E + ..)î= v /= + .-. 

L_ »! + 



— + 
a* 



D'une antre part, si dans l'expression de la normale, qui est, art. 18$ 



du* 

dT»' 
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nous substituons la valeur (le , noos trouverons de même \/ — -+- u* , 

dt’ va’ ~ • 

ce qui prouve que la normale est égale , dans cette courbe , à son rayon 

de courbure; et comme bailleurs il est dirigé suivant cette normale,. 

art. 1 55 , il en résulte que ces lignes se confondent. 

19a. Cette propriété va nons fournir les moyens de démontrer que la 

développée de la spirale logarithmique est une autre développée. Pour 

cet effet , le point N de la normale étant considéré comme appartenant an 

rayon de courbure, et se trouvant à son extrémité , est sur la développée. • 

Soient t' et u' les coordonnées de ce point N (fig. 84 ), il sera facile de F‘S- &} 

les déterminer en fonction des coordonnées t et u du point M de la courbe ; 

car soit 00' un arc de cercle décrit avec un rayon égal à l’unitc ; les 

abscisses des points M et N différeront entre elles de cet arc , qui , k 

cause que i’anglo'MAN est drojt , sera égal au quart de la circonférence ; 

si en adoptant la notation usitée , nous représentons par - le quart de 

la circonférence décrite avec l’unité pour rayon, nous aurons l' — t -f- ^ , 
équation qui étant différenciée, nous donnera dt — dt'. 

D’une autre part , l’ordonnée polaire u' du point N de la développée 

étant égale A la sous-normale de la spirale logarithmique, nous chan- 



du 



gérons — en u', dans l’équation de cette courbe, et nous trouverons 

u = au', et par conséquent du = «du'. Substituant ces valeurs de dt , de 
du et de u dans l’équation (116) de la spirale logarithmique , nous trou- 
verons . 

du' , , 
a -j = df'. 



équation qui étant de même forme que la précédente , nous apprend que 
la spirale logarithmique a pour développée uae autre spirale logarith- 
miques 

De la spirale hyperbolique et des spirales com- 
prises dans l! équation u = al". 



ig3. La propriété caractéristique de la spirale hyperbo- 
lique est d’avoir une sous-tangente constante. Si nous re- 
présentons cette sous-tangente par a, nous en égalerons la. 
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■valeur à celle de la sous-tangente (art. 1 83) dune courbe 
polaire, et nous aurons , pour l’équation de la spirale hy- 
perbolique , 



df 

du 






nous prenons ia constante a négative parce qu’ alors on a 

du d t 

u 3 a ’ 



équation qui étant intégrée donne 




ou en remplaçant la quantité indéterminée C par une autre 
. , C' 

quantité — , nous aurons. 




prenant l’origine des t de manière que l’abscisse t-f- C soit 
égale à une nouvelle abscisse t , l’équation précédente de-., 
viendra 

r_ t 
u a* 

ou plutôt 

17 ); 

ce qui montre que lorsque t =0 , u = oo; d’où il suit que 
le rayon vecteur , qui répond au point où t est nul , est une 
asymptote à la courbe. 

>g4- L’équation (117) nous montre encore que le rayon 

vecteur est en raison inverse de l’abscisse ; si nous faisons 

successivement t—i-x, f— ^ t=6x, etc., nous aurons cette 

« , , a a a 

suite de valeurs pour u , — etc.; ce qui nous ap- 

2T qT • 
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prend qu’au bout de deux révolutions le rayon vecteur est 
réduit à moitié de ce qu’il était à la fin de la première, 
qu’au bout de trois révolution* il est réduit au tiers, et ainsi 
de suite. 

i g 5 . L’équation de la spirale hyperbolique , comme celle 
de la spirale de Conon, sont des cas particuliers de l’équa- 
tion u = at n ; car en faisant n = 1 et a = — . on obtient la 

2n- • 

première, et en faisant n = — i , on obtient la seconde. 
Parmi les spirales déterminées par cette équation , on dis- 
tingue encore la spirale parabolique , qui se trouve en fai- 
sant n b a. , 

De la logarithmique. 

î qÇ. La logarithmique estune courbe à coordonnées rec- 
tangulaires , dans laquelle l’abscisse est le logarithme da 
l’ordonnée j l’équation de cette courbe est donc 



d’où l’on tire 
et par conséquent 



*= ,o sy > 

y — a *> 

dy * , 

£ =3ûl# *“- 



s 



Ï 97. Pour discuter cette équation , faisons x = o ; nous 
trouverons y — 1 ; si l’on donne ensuite des valeurs crois- 
santes et positives à x , y ira toujours en croissant mais si 
l'on donne à x une valeur négative — u , on trouvera 

y =za~ u et l’on voit que l’ordonnée diminuera d’au- 

tant plus qu’on s’écartera de l’origine, dans le sens des 
abscisses négatives, et qu’enlin la courbe ne pourrait at- 
teindre le prolongement de l’axe des xqu’à l’infini, cas où 
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? 

l’équation^ = — deviendrait y=~= o ; d'où l’on pe«t 

conclure que le prolongement de l’axe de* x est une asymp- 
tote à la courbe. 

198. Si, à partir de l’origine, on prend des abscisses 
Fig. 38 . égales (Cg. 38 ), AP = u, AP'== — it, on trouvera 

PMs=û«, donc PMxW=i. 

a 

xgg. La propriété la plus remarquable de cette courbe , 

est que la sous-tangente a une valeur constante. En effet , 

' l’équation de la logarithmique étant différenciée , nous donna 

dy _ , j, y . a x dx 1 

— = a*loga, dou nous tirons — = — = = , ou 

d.r 0 dy loga 

yd.r x _ . . 

" - ■ Ur , le premier membre de cette équation 

exprime la sous-tangente de la courbe , art. 69 ; donc cette 
sous-tangente est constante. 

De la cycloïdé. 

soo. La cycloïdé est une courbe qui est décrite par le • 
Pig. 39. mouvement d’un point M (Eg. 3 g), situé sur la circonférence 
d’un cercle qui roule sur une droite RC. Il est certain que 
dans ce mouvement de R en C , tous les points de l’arc RM 
viendront successivement s’appliquer sur la droite RA , jus- 
qu’à ce que M , à son tour , s’y applique en A ; par consé- 
quent l’arc RM sera égal à la droite RA. 

Tous les points par lesquels passe le point M, dans ce 
mouvement, étant, par hypothèse, sur la cycloïdé, le 
point A sera aussi sur cette courbe. Prenons-îe pour origine 
des abscisses, et abaissons la perpendiculaire ME sur le 
diamètre BR, .et faisons AP = PM=j», BRs=2« ; , 
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DE LA CŸCLOÏDE. • 
arc MR = z, ME z=t u ; noua aurons 

AP =z AR — PR, 

x = arc MR — ME , 






ou 

ou 



x—z — u. . . (u8). 

Nous chercherons d’abord à éliminer l’arc z de la manière 
suivante : nous diflférençierons l’équation précédente, ce 
qui nous donnera 

dx=dz— -du... (119). 

Pour avoir la valeur de dz en fonction de u, nous observe- 
rons qu’entre u et z nous avons la relation 

^ u, — sin z. 

Cette équation étant différenciée , art. , on trouve 

cos z 



du = dz 



d’où Fon tire 



dz = 



a 
adu 



cos z 



Il faut remplacer, dans cette équation, la valeur de cos z 
par celle que nous donne l’équation 

sin a z -j- cos’z = <2% 

ou plutôt , 

u* -}- cos’z = a’, 

et l’on obtient 

adu 



dz: 



y/ — u » 

Substituant tefte valeur dans l’équation (1 19) il viéfti 
adu 



dx = 



■ du. . . (lao); 



V/a“ — u* 

il ne s’agit plus que d’exprimer u en fonction "de y. Pour 



Digitized by Google 



1^0 CALCUL différentiel; 

^'£- %• cet effet, soit O le centre du cercle générateur BMR (Gg 3 ;)}, 
nous avons 

OE = v/Mü a — ME% 
ou 

a — y = ^ a* — u *. . . (i ai). 

Elevant cette équation au carré , et réduisant, on en tire- 
u —yo.ay — y\ ... (122), , 

et en différenciant , 

d»=ip^Ê=...< la 3). 

V aay — y* 

Les équations (i ai) et(i 23 ) transforment l’équation (lac) eiu 

dl= __^= 

vza-y—y 1 

réduisant , on trouve 

dx = -— ===, 

V*ay— y .. 

telle est l’équation de la cycloïde. 

aol. On peut encore obtenir l’équation de la cycloïde en-. 
fonction de l’arc, ainsi qu’il suit : l’équation k = sin a 
donne 

z = arc (sin“ u)i 

mettant pour usa valeur tirée de l’équation (122), on a 
a — arc (sin= >/ a ay — y' 1 ) ; 

cette valeur et celle de u étant substituées dans l'équa- 
tion (i 18), on a 

x =arc (sin= ]/ aay — y) — [/a ay — y (*)... (ia4) 4 

( * ) Le sinus ici correspond au rayon a ; celui des table* , ayant l’ unité 
pour rayon, serait. 

V /aay — y* 

4 ' • „ * 



(a — y) dy _ 

V 2a y — y 1 ’ 



ydy 



j 
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202. tour discuter cette équation , on va prouver d’abord 
quey'^; peut être négatif, ni plus grand que 2a. En effet, 
si l’on fait y— — y, l’expression arc (sin — \/ aay — v 2 ) 
devient arc (sinp= \/ — 2 ay' — y'*), valeur imaginaire. En 

■second lieu , si l’on fait y — 0 . a-f-tî', l’expression 

arc (sin = \/ vay — y) devient arcfsin^V/ — auJ’— J“), 
valeur imaginaire; donc, si à une distance EF — 2a de l’axe 
des ay on mène (Gg. 40) AB parallèle à CD, la courbe sera F; g . ^ 0 , 
comprise entre les parallèles CD et AB. 

La plus grande valeur que puisse avoir y est 2a; car si 
l’on fait rouler le cercle générateur de A en C (Gg. 40 , le Fjg 
point M , qui était d’abord en A , s’élèvera successivement 
jusqu’à ce qu’il arrive en B, à l’extrémité du diamètre BD. 

Alors l’abscisse AD sera égale à DEB, c’est-à-dire à la 
demi-circonférence du cercle générateur. 

Ce résultat est conforme à celui qui nous est donné par 
l’équation (124), puisque si l’on fait _y = a«, on trouve 
x = arc (sin = 0); or, l’arc dont le sinus est nul doit être 
l’un des suivans :o, DEB, 2DEB , 3 DEB, etc., et l’on, voit 
que , dans le cas présent, cet arc est DEB. 

Le point M , parvenu en B , ayant donc décrit l’arc AB 
de cycloide , si ce point continue à se mouvoir , il décrira 
un second arc BC , semblable au premier ; enfin , si le cercle 
générateur continue toujours à -fouler sur l’axe des ab- 
scisses, le point M engendrera une suite indéGnie d’arcs de 
cycloide CB'C" (Gg. > C"B''Ç*, etc. Le cercle générateur F; g , 4, ' 
pouvant aussi se mouvoir dans le sens de A vers A", le 
point M décrira encore une suite indéGnie d’arcs AB' A', 

A'B''A", etc. 



Si l’on voulait introduire ce sinus , il faudrait écrire 
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C'est l’assemblage de tous ces arcs qui , dans !• sens la 
plus général , constitue la cycloïde. 

ao3. La normale an point M, dont les coordonnées sont 
Fig. 43. x et y (Gg. /f3) , est déterminée , art. 70 , par cette formule : 



normale 






+ 1 î 



dv 



si dans cette formule nous mettons la valeur de , tirée de 
l’équation de la cycloïde , nous trouverons 



normale ~ y — + 1 — V a oy* 

Fig. p. Pour construire cette valeur, menons la corde MD (Gg. 43)* 
nous aurons 

de : md :: md : db , 

ou * 

y : JKD :: MD : a a; 
donc la corde MD == [/ a ay ; 

et comme, par la propriété du cercle, l’angle BMD est 
droit , la corde MB sera perpendiculaire à l’extrémité de la 
normale MD ; donc la corde MB prolongée est tangente aü 
point M de la cycloïde ; car on sait que la tangente et la 
normale forment entre elles un angle droit. 

. On pourrait donc construire la tahgente au point M, en 
décrivant le demi-cercle générateur BMD, et en prolon- 
geant la corde BM ; mais pour n’avoir pas à construire ce 
cercle générateur à chaque point de la pourbe , il suffira de 
construire le demi -cercle générateur sur la plus grande 
Fig. 44- ordonnée BD (Gg. 44) de la cycloïde j et ayant mené par le 
point donné M , la perpendiculaire ME sur BD , on tracera 
la corde BC ; alors la parallèle MT à cette corde sera la 
tangente demandée : c’est une suite de ce qui précède. 
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204. Pour avoir l’expression du rayon de courbure de 
la cycloïde, il faut, de l’équation de cette courbe , déduire 

les valeurs de & et dg , que nous substituerons dan» 
l’expression du rayonne courbure , art. i5o, 

. . 

»= dv— • 

dx* 

et dans laquelle nous adoptons le signe négatif, parce que 
nous savons quela courbe tourne sa concayité vers l’axe des x. 
L’équation de la cycloïde nous donne d’abord 



. . (ia5). 



Pour obtenir faisons ^ = p; nous aurons donc aussi 
dx 1 dx r 

p — V. * a y~y* — - « f* a \ 
y v y 

et en différenciant , art. 23 , nous trouverons 




dp: 



2n . 

Z_- y 



ad\ 



donc 



/q. a 

Vv - 1 



y V 2a y — y ' 1 



dp 



y y/ 2 ay — _y“ 

multipliant cette équation par l’équation (ia5) nous obtien- 
drons, art. 2^, 
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au moyen de ces valeurs , on a enfin 



(7) 1 



3 



\y/ (aa)* , a* a* 

y = - jZ "=— Î-— — T"' 

«y! *:y * 

y 



a 

y 



et en faisant passer y au numérateur, • 

3X1 lli 

y = a 1 a 3 = 2 . 2* a 1 y* =2 V/ëay ; 

Fig- 45. donc le rayon de courbure MM' (fig. 45) de la cycloïde, 
* est double de la normale MR. 

ao5. On obtiendra l’équation delà développée en substi- 
tuant les valeurs de ^ et de dans les formules, art. 1 49 » 
dx clr 



i + -A 






dx* 



d’ 1 y 
dx* 



x — u — 



et l’on trouvera 



.d y 



d“y 

dx* 



aa 



y-/ 3 



donc 



_.y — 

a 

J* 



ay, x-*-«= — aj/aay — _y*/ 



fl=-+y, *=x+ al/aay— y*. 



Fig. 4 G. ou (fig. 46 ), 



QM'=MP, « = AP + aMEj 
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et en observant que AP -{- ME = AR = arc MR , la der- 
nière équation peut s’écrire ainsi : 

. I 

« = arc MR -f- ME. . . (126). 



Prolongeons BR, et prenons RL = BR = 2a, et sur RL 
décrivons la demi-circonférence RM'L ; cette demi-circon- 
férence passera par le point M', à cause des cordes égales 
M'R et MR , et l’on aura 



arc MR = arc M'R et ME = M'E' ; 
substituant ces valeurs dans l’équation (126), on trouvera 
« = arc M'R + M'E'; 

donc , 

«=arcM'R-f- \/ aafl — /S 1 ... (127). 

Telle est l’équation qui existe entre les coordonnées 
AQ = * et QM' = ,S d’un point M' de la développée. Pro- 
longeons maintenant (fig. 4 ^) l’ordonnée D = sa d’une Fig 46 
quantité DA' encore égale à 2a, et par le point A' me- 
nons la parallèle A'D' à AD, et transportons l’origine A au 
point A'. Pour cet effet, soient A'Q' = «', Q'M' i=fl'\ nous 
avons pour l’abscisse 



ou 

ou 



A'Q' = AD — AQ , 

«' = l circonférence génératrice — AQ , 



à l’égard de l’ordonnée fl', nous avons 

M'Q' = A'D — QM', 
ou 

fl' =iaa — fi; 

10 
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on ti?e de ces équations 

h — ira — a, fl — 2 a — fl' ; 
au moyen de ces valeurs, l’équation- (197) devient 

«■a — » = arc M'E -f- \/ uafl' — flf~, 
ou 

ira — » — arc RM'L — arc M'L -f- [/ 2a fl' — fl'* 

= ira — arc M'L -f- \/ zafl' — fl'*, 

et par conséquent 

* = arc M'L — \/ 2a fl' — fl’\ 

Ce.tte équation est celle d’une cycloïde ; donc la dévelop- 
pée d’une cycloïde est une autre cycloïde. 

206. On peut démontrer de la manière suivante , par la 
46. synthèse , que la développée AA' (Fig. 46) est une cycloïde. 
Mous avons 

arc LM' -f- arc RM' — va , 

donc 

arc LM' =? ira — arc RM' ; 
d’une autre part, 

arc RM' = arc MR = AR , art. 1 99 ; 
substituant cette valeur dans l’équation précédente , on aura 
arc LM' — ira — AR = AD — AR , 

ou ' . 

arc LM' = LA', 

ce qui est la propriété de la cycloïde. 

Du changeaient de la variable indépendante. 

in-. Lorsqu’une formule qui contient (tes cocfEciens différentiels csj 
donnée, «• *** ' -'U les éliminer qu’à l’ahle elc IVqualiou de la courbe 
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à laquelle on veut appliquer cette formule j c’est aiiui que, lonou’ou 
a Ja formule * “ 

dy* 



0 +&) 



clr 



d*y 

dx* 



dx * 



et qu’on demande ce qu’elle devient lorsque la conrbe est une parabole 
on tirera de l’équation y = nx» de la parabole, les valeurs de c \ 



de £’ <IU ’ 0n Substiu,era dans cetle formule, et alors les coelEciens dif- 
férentiels en disparaîtront. Si l’on regarde g et comme de» incon- 
nues , il faut en général deux équations pour les éliminfé d’une for 
mule, et ces équations nous seront données en différenciant deux fois 
de suite l’équation de la courbe. 

ao8. Lorsque, parles opérations de l’Algèbre, les dx ont cessé d’e'tre 
sous les d y , comme dans la formule suivante, 



dx 



y(dx» -f- d y*) 
dx* -f- d_y* — yd'r' ' ' 



(128), 



la substitution s’opère en regardant dx, d r et dy comme des incon- 
nues ; et puisque pour les éliminer il faut en général un pareil nombre 
d équations, il ne semble pas d’abord que l’élimination puisse s’effec- 
tuer, parce que la différenciation de l’équation de la courbe ne peut 
nous procurer que deux équations entre dx, dy et d'y-, mais il faut 
remarquer que lorsqu’au moyen de ces deux équations on aura éliminé 
djr et d’y, il se trouvera dans la formule un facteur commun dx* qui 
s évanouira. " * 

Par exemple si la courbe est toujours une parabole représentée par 

y = ux., en différenciant deux fois de suite cette équation, on ob- 
tiendra * 9 

dy = 2 axdx, d*_y = aadx» j 

ces valeurs étant substituées dans la formée (, a8) , on obtiendra après 
avoir supprimé le facteur commun dx* , ’ “ 

r(i+4«»x*) 

+ 4 a*a* — 3 ajr' 

nog. La raison par laquelle dx’ devient facteur commun est facile k 
saisir j car, lorsque dans une formule qui contenait primitivement 

dx» 

10 .. 
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,jy*# # d a V 

cl — , on a fait disparaître le dénominateur de - — , tous les termes , 
- tix tlx a 

hors ceux en y— j et en — , ont dû acquérir le facteur commun dx 1 j 

d a y 

alors les termes qui étaient affectes de y— ^ , ne contiennent plus dx" , 



dr 

tandis que les termes qui étaient affectés de j— renferment dx au pre- 
mier degré, car le produit de jy" par dx* se réduit à dydx. Lorsqu’on 
différencie ensuite l’équation de la court»;, et qu'on obtient des résultats 



de la forme dv — Mdx , <l ‘y =: Ndx a , ces valeurs étant substituées dans 
les termes en <l a y et en il/dx , les changeront, comme les autres termes 
en des produits de dx 1 . 



310. Ce qye nous disons d'une formule qui contient les différentielles 
dos deux premiers ordres pouvant s’appliquer à celles dans lesquelles 
ces différentielles s'élèvent à des ordres supérieurs, il suit de là qu’en 
différenciant autant de fois qu’il sera nécessaire l'équation delà courbe, 
on pourra toujours chasser de la formule proposée les différentielles qui 
y sont contenues. 



si i. Il n’en serait pas de même si , outre les différentielles que nous 
venons de considérer , la formule contenait des termes en d a x, en 
d'x, etc. ; car, supposons, par exemple, qu’il entrât dans cette formule 
les différentielles suivantes, dx, dp, d a x , i\‘y, et qu’en différenciant 
deux fois de suite l’équation représentée par y — fx , on en tirât ce» 
équations : 



F( r tX> d J>‘ ,;r ) = °> r(x, r ,dx,d/,d*x,d>jr) = o, 



on lie pourrait avec ces deux équations , éliminer que deux des trois 
différentielles dr, d a :r, d’y, et l’on voit qu’il serait impossible de faire 
disparaître toutes les différentielles de la formule 5 il y a donc, dans ce 
cas, une condition tacite exprimée par la différentielle d # jrj c’est que la 
variable x est elle-mérae considérée comme une fonction d’une troi- 
sième variable qui ne paraît pas dans la formule , et qu’on appelle la 
• variable indépendante ; cela deviendra manifeste, si l’on fait attention 
que l’équation y pourrit dériver du système des deux équations 

* = F t, y=pt, 

entre lesquelles on aurait éliminé t ; c’est ainsi que l’équationjcscp— 

revient au système des deux équations 

* 

x == ht + c , y — al', 
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•l l’on conçoit qnc x et y doivent varier en vertu de racornissement que 
t peut recevoir; mais cette hypothèse, que x et y varient d’après l’ac- 
croissement donné à t , suppose qu'il y ait des relations entre x et t , et 
entre y et t; l’une de ces relations est arbitraire, car l’équation , que 
nous représentons en général par y —fx , étant, par exemple,.... • 

r = fl ■ — : , si l’on établit entre t et x la relation arbitraire x = — , 

J < b 2 c * 

/ • , fr — c) * 

cette valeur étant mise dans l’cquation y=a - — — — , la changera en 

m e r)i ... . . . t* 

y = a - — ^ ■ , équation qni, étant combinée avec celle-ci , x = — , 

(jf c)* 

doit reproduire par l’élimination, y = a ■ — — , seule condition à la- 

quelle on doive avoir égard dans le choix de la variable t. 

ata. On peut donc déterminer arbitrairement la variable indépen- 
dante (. Par exemple , on prendra la corde , l’arc , l’abscisse on l’ordon- 
née pour cette variable indépendante ; si (représente l’arc de la courlie, il 
faut que l’on ait ( = \/ dx* -+- dy’ ; si ( représente la corde, et que l'ori- 
gine soit au sommet de la courbe, on aura t= \/ x‘ +y ’ ; enfin, t 
pourrait être l’abscisse ou l’ordonnée, et l’on aurait alors t—x, ou 

«=r- 

ai 3. Le choix de l’une de ces hypothèses on de tonte antre, devient 
indispensable pour que la formule qui contient des différentielles, puisse 
en être délivrée; si nous ne le faisons pas loujour#, c’est que n#is sup- 
posons tacitement que la variable indépendante été déterminée. Par 
exemple , dans le cas le plus ordinaire où une formule ne contient que 
les différentielles <l.r , dy, d’y, d’y, etc., l’hypothèse est que la variable 
indépendante ( a été prise pour l’abscisse , car alors il en résulte 



dx d’.r 

t = x, Tt = ., jp, =0, 



Üf 

d 



= o , etc. ; 



et l’on voit qnc la formule no doit pas renfermer des différentielles se- 
condes , troisièmes , etc. , de x. 4 

ai 4- Pour rétablir la formule dans toute sa généralité, il faut, d’a- 
près ce qui précède, que x et y soient des fonctions d’uuc troisième 
variable indépendante (; et que l’on ait, art. a4, 
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oa tire de cette équation 



d y d t 

dr dr 
dt 



( ,a 9 )> 



prenant la différentielle seconde de y , et opérant sur le second membre 
comme on le fait pour les fractions, art. 19, on trouvera 

dr d’y dr d’.r 

d’y dr or dr dr 

dr dr’ 

dî» 

Dans celte expression , dt a deux usages ; l’un est d’indiquer quelle 
est la variable indépendante t, et l’autre d’y entrer comme signe d’AI- 
gè'.uc. TSous pouvons ne considérer dr que sons le second rapport, si 
nous ne perdons pas de vue que t est la variable indépendante; alors 
supprimant dt’ comme facteur commun , l’expression précédente se s'un- 
pliiicra en écrivant 

d’y _ drd’ y — di-d’r 
dT — dr’ ’ 

et en divisant par dr , elle deviendra 

/ ■» • • • 

^ # dy drd’y — d yd’x 

dr’ dr J 

ai 5 . Kn opérant de même sur l’équation (129), on voit qu’en prenant* 
pour variable indépendante , le second membre de l’équation devient 
identique au premier; par conséquent, lorsqu’on prend t pour variable 
indépendante, on n’a qu’un seul changement îi faire dans la formule qui 

contient les cocIBcicns différentiels ^ et c’est de remplacer ce 

dr dr»’ 1 

second coefficient différentiel par 

drd’y — dy d’r 
dr 1 

Pour appliquer ces considérations au rayon de courbure qui , art. t86, 
est donné par l’équation 



dy , '\ï 
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si l’on veut avoir la valeur de y , dans le cas oii t serait la variable indé- 
pendante , on changera cette équation en 



0+&) 1 



^ dxd’r — dyd>r’ 

~d^ 



* , , (dx*-f-dy’y 

et en observant que le numérateur revient à fax — , on aura 



(dxs-f-dy»)*' 
(lad ’y — dj^da 



(>3o). 



ai G. Cette valeur de y suppose donc que x et y soient des fonc- 
tions d’une troisième variable indépendante ; mais si x devait être cette 
variable, c’est-îl-dirc si l'on avait t — x, on aurait d*x — o , et cette 
formule retomberait dans le cas ordinaire en redevenant 



y = ■ 



fd x»4- dy») ‘ 
dxJ’y 






d’r 

dx* 



ÎI7. Mais si, au lieu de prendre x pour la variable indépendante, on 
voulait que l’ordonnée fût cette variable indépendante, cette condition 
serait exprimée par l’équation y=xt, et en différenciant deux fois de 
suite cette équatiou, on auiait 





La première de ces équations nous dit seulement que y est la variable 
indépendante, ce qui ne change rien J> la formule ; mais la seconde 
nous montre que d’_y doit être nul , et alors l'équation (t3o) se réduit i 






(dr.-f-dr*) * 

dpil’I 



Oi8. Il est K remarquer que lorsque x est la variable indépendante, 
et que l’on a par conséquent d*x = o , cette équation nous dit que dx est 
constant ; d’où il suit qu’en général la variable , qui est regardte comme 
indépendante , a toujours une diifércnliclle constante. 
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aig. Enfin, si l'on prend l’arc ponr variable indépendante, on aura 



dt — y/ dx* -+. dy» ; 

devant an carre' et divisant par dt», cette équation noua donnera 



dx* 

dF 



dy* 



différenciant cette équation , nous regarderons , art. 218, dt comme con- 
stant , puisque t est la variable indépendante j et en opérant d’après la 
règle des expiosans , nous tronverons 



d’où l’on tire 



sdxd»x . adyd»y 

-ajr- + ^ z =°i 



dxd'x = — dyd*y ; 



par conséquent, si l’on substitue la valeur de d’x ott celle de d'y dan» 
l’équation (l 3 o , on aura dans le premier cas, 



(dx»-f-dy*)* 

y (dx»+dy\)d*y) *' 



{/ (d,r » -f- dy*) j _ 
d*y ** 



et dans le second cas . 



„ = - dy = - 

1 (dx* 4- dy») d*x J 



y/ d.r J -t-dy’ 
d’x 



<!r- 



220. Dans ce qui précède , nous n’avons considéré que les deux coelfi- 

cicns différentiels al , ^ : mais si la formule devait contenir des coef- 

dx dx* 

ficiens différentiels d’ordres plus élevés, il faudrait, par des moyens 

analogues A ceux que nous avons employés , déterminer les valeurs da 

d'r d‘y , . - 

J — - île etc., qui se rapporteraient au cas ou x et y sont des lonc- 

tions d’une troisième variable indépendante. 

De la méthode des infiniment petits. 

23t. Xes notions que nous avons de l’infini se réduisent 
à cette proposition : Une quantité n’est pas infinie lorsqu’ello 



Diaitized bv Goc 



DE LA MÉTHODE DES INFINIMENT PETITS. l53 

est susceptible d’augmentation. ^Par coniéquent , si l’on a 
* + «, et que x devienne infini , il faut supprimer a , au- 
trement ce serait supposer que x peut epcore s’augmenter 
de a , ce qui est contre notre définition. 

ans. Cette proposition étant fondamentale , j’ai cherché 
à la démontrer d’une manière plu» satisfaisante , comme if 
suit. Soit l'équation • 

I + L = M...(,3.)î 

en la multipliant par le produit ax , on obtient 
x -f ■ a = Max. . . (i3a). 

Cela posé, supposons que x devienne infini, la fraction 
— ayant atteint son dernier degré de décroissement, se ré- 

T* 

doit évidemment à zéro; alors l’équation (i3i) deyient 

' «=■ 
a 

Cette valeur étant substituée dans l’équation (i3n), oii 
obtient 

x-4 -a — x , 

ce qui montre que quand x est infini x + a se réduit à x. 

223. La quantité a , à l’égard de laquelle x est infini , 
est ce qu’on «ppeile un infiniment petit , par rapport 
à x. 

224 . Comme nous ne considérons ici que les rapports 
des quantités , la démonstration précédente a lieu lor» 
même que x a une valeur finie, pourvu seulement que 
x soit infiniment petit par rapport à x. La théorie des 
fractions va nous servir encore à rendre sensible cette vérité, 
pn effet , si l’on compare la quantité finie b à la fraction 
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-, il est certain que plus te dénominateur z augmentera, 
z 

plus la fraction diminuera ; de sorte que quand , z deviendra 
infini, cette fraction deviendra absolument nulle ; et, comme 
telle, devra être supprimée devant b, qui alors sera infini à 

l'égard de -, 

° z 

aa5. Quoique deux quantités soient infiniment petites , il 
ne s’ensuit pas que leur rapport soit nul ; car 




On sent d’ailleurs que deux quantités infiniment petiies 
peuvent se- contenir comme deux quantités très grandes j 
ainsi , en représentant deux quantités infiniment petites par 

\ * dv 

d.r et par dv , il suit de là que leur rapport -£• ne sera pas 

ClX 

nul : résultat conforme à celui que nous avons obtenu par 
la considération des limite*!. 

226. Lorsqu’une quantité x est infiniment petite, par 
rapport à une grandeur finie a , le carré x® est infiniment 
petit par rapport à x. En effet, la proportion 



1 : x :: x : x* 

' m 

nou3 prouve que x 1 est renfermé dans x autant de fois que 
x l’est dans l’ unité , c’est-àrdire un nombre infini de fois. 
On démontrerait de même, à l’aide dfc la proportion 
x ; x* ” x® C x 3 , que x® étant infiniment petit par rapport 
à x , le terme x 3 doit être infiniment petit par rapport à x* ; 
c’est par cette raison qu’on a divisé les infiniment petits en 
différens ordres : ainsi , dans les exemples précédens , x 
est un infiniment petit du premier ordre, x“ est un infini- . 
ipent petit du second ordre , x 3 est un infiniment petit du 
troisième ordre ; ainsi de suite. 
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227. Observons que si x est infiniment petit par rapport 
à a , il en sera de même de x multiplié par une quantité 
finie b. En effet, x pouvant être considéré comme une frac- 
tion dont le dénominateur serait infini , on peut représenter 

c c bc 

x par — ; or, que l’on ait — ou — , ces quantités n'en 

sont*pas moins nulles par rapport à a. 

228. De même qu’un infiniment petit du premier ordre 
doit être supprimé lorsqu’il est à côté d’une quantité finie , 
qu’il ne peut augmenter , on doit effacer un infiniment petit 
du second ordre, qui serait à côté d’un infiniment petit 
du premier ordre ; ainsi de suite. 

Par exemple , si l’on a cette expression 

a-\-by cy 4 -f- dy 3 , 

et que y soit .un infiniment petit du premier ordre, ry 4 en 
sera un du second , et dy 3 en sera un du îroisième ; il faut 
donc effacer dy 3 , parce que dy 3 ne peut augmenter cy*; et 
comme cy 4 ne peut augmenter by, on l'effacera à son tour ; 
enfin , on effacera aussi by, puisque cet infiniment petit du 
premier ordre ne peut augmenter la quantité finie a, et il 
restera a. 

329. Deux quantités infiniment petites a: et y, devient 
pour leur produit un infiniment petit du second ordre En 
• effet, du produit xy je tire la proportion 

1 :y :: x: xy, 

ce qui m’apprend que puisque y est infiniment petit par 
^rapport ài,xy sera infiniment petit par rapport àx, c’est- 
à-dire sera un infiniment petit du second ordre. 

a 3 o. On prouverait de même que le produit de trois in- 
finiment petits du premier ordre donne un infiniment petit 
du troisième ordrev 
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a3t. Nou 3 pouvons maintenant expliquer la théorie de la 
différenciation , d’après la méthode des infiniment petits. 
Pour cet effet, si on suppose que dans une fonction de x 
la variable x prenne un accroissement infiniment petit, re- 
présenté par dr, en sorte que x devienne x-f-dx, la 
différence du nouvel état an premier, sera la différentielle 
de cette fonction. 

23a. Par exemple, pour trouver la différentielle de ax , 
cette fonction devenant a(x-f-dx) = ax + adx, si on en 
retranche ax, il restera adx pour la différentielle. 

a33. Cherchons encore la différentielle de ax 3 ; il faut 
donc de a(x-j- dx) 3 retrancher ax 1 ; développant et rédui- 
sant, on trouve d'abord 3ax’dx -f- 3axdx* -f- adx 3 . Cela 
posé, adx 3 étant un infiniment petit du troisième ordre, 
ne peut augmenter 3axdx a , par conséquent, on effacera 
adx 3 ; de même - 3axdx“, qui est un infiniment petit du 
second ordre , doit être supprimé , parce que 3ax a dx est 
un infiniment petit du premier ordre ; et il-restera 3ax ! dx 
pour la différentielle. 

s34-. On différenciera, d’après le même principe, toute 
autre fonction de x , en ayant le soin de supprimer les infini- 
ment petits des ordres supérieurs , ce qui se réduit à ne ’ 
coqagrver que le premier terme du développement, ainsi 
qu™ le.fait par la méthode des limites. 

Par exemple , pour trouver la différentielle àefx , au lieu 
d’écrire 



— l- — A + B* + Ch* -f-«etc. , 

d 

qui, dans le cas de la limite, donne dx= Adx pour 14 
différentielle, on aurait 



/(x-f- dx) —jx -f- Adx -f- Bdx* -f- Cdx 3 + etc. ; 



/ 
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DE LA MÉTHODE DES INFINIMENT PETITS. 
retranchant la fonction primitive, il resterait 

Adx Bdx* -f- Cdx 3 -f- etc. ; 

et comme on devrait supprimer les infiniment petits dej 
ordres supérieurs , on ne conserverait que le terme Adx , 
qui serait la différentielle cherchée. 

235. Pour trouver la différentielle du produit de deux 
variables ,y, z, on supposera que quand x devient x -f- dr, 
y devienne y -f- dj' , et que z devienne z-f- dz. Le produit 
yz se convertira donc alors en {y + dj>) (z -f- da) ; déve- 
loppant et retranchant yz , il restera ^da -f- zày -f. d_ydz. 
Le dernier terme de ce résultat étant un infiniment petit 
du second ordre , devra s’effacer , et l’on aura , pour la 
différentielle de yz , l’expression _yda -f- zdy. 

a3S. On déduira ensuite de cette dernière différentielle,' 
pelle du produit d’un plus grand nombre de variables , et 
ensuite celle de x m , par les procédés que nous avons suivis 
lorsque nous avons employé la méthode des limites. 

237 . La différentielle de a z s’obtiendra aussi très faci- 
lement, lorsque l’on aura le développement de a z+dz , et 
ce développement se trouvera comme celui de a z+h , ar- 
ticle 3fi; on cherchera ensuite la valeur de a zJrdz — a z , et, 
ne conservant que le premier terme, on rejetera les autres 
comme des infiniment petits d’ordres inférieurs à celui du 
terme que l’on conserve. De la différentielle de a* on dé- 
duira ensuite , comme nous l’avons fait , celle de log x., 

258. A l’égard de la différentielle de sin x, on a 

* 

sin (x -|- dx) — sin x = sin x cos dx -f- sin dx cos x — sin x, 
l’arc x étant infiniment petit , 

cosdx=i, et sindxx=dx; 
au moyen de ces valeurs , on trouve 

d . sin x = dx cos x. 

• ..... ^ ^ 

- 



f' » 
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23 g. Le problème des tangentes a donné en quelque 
sorte naissance au Calcul différentiel. Voici de quelle ma- 
nière on résout ce problème par la méthode des infiniment 
petits. 

Soient PM et P'M' (Gg. 47 ) > deux ordonnées inEniment 
proches , et MO une parallèle à l’axe des x ; la tangente 
MT pourra être considérée comme le prolongement de l’é- 
lément MM' de la courbe , parce que cet élément étant très 
petit, est censé être en ligne droite. Nommons AP, or, PM,_y ; 
l’accroissement de x sera PP' = dx, et celui de y sera 
M '0 = dy. Le triangle infiniment petit MM'O étant sem- 
blable au triangle MPT, on a 

ou 
donc 



On trouvera ensuite la normale , la tangente , et les équa- 
tions de ces lignes, comme dans les art. 70 et 71. 

* 240. Pour avoir la différentielle d’un arc, on regardera 
l’arc compris entre les ordonnées PM et P'M', infiniment 
proches, comme uue ligne droite; et alors , en nommant 
s l’arc total, MM' sera ds, et le triangle rectangle MM'O 
donnera 

MM'* = MO* 4- M'O*, 

ou • 

ds* = dx* -f- dy* ; 

tirant la racine carrée , 

d s = l/ dx* 4 d_y*. 

afi. La différentielle de l’arc d’une courbe dont le» coordonnées sont 
polaires , se trouYC aussi très facilement par la considération des infiniment 
Fig. 8a. petits. Eu effet, soient (fig. 82} RK' et MN, deus arcs de cercle décrits 



M'O : MO :: MP : pt, 

* 

d_y : dx :: y : pt ; 

dx 



PT =y 



d/ 



v 
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DE LA MÉTHODE DES INFINIMENT PETITS. l5g 

^tin avec le rayon i et l’autre avec le rayon u , dans l’angle infiniment 
petit M'AM, forme par deux rayons vecteurs ; le triangle ÜM'M pourra Fig. 83. 
tire regarde comme icctiligne et rectangle en N; on aura donc 

MM' = -h' jNM~ ; 

«t en observant que M'N = du, et que MU est égal à udt, en vertu d* 
la proportion 

1 : dt :: u : MN , 

mus pourrons remplacer NM' et MN par leurs valeurs; et, contenant 
ds li la place de MM', nous aurons 

ds = y/du' -f- u*dt*. 

Le même triangle MM'N, compare au triangle M'AT, nous fera obte- 
nir la sous-tangeutc d’une courbe polaire par la proportion 



M'N : MN : : AM* : AT, 

ou, en remplaçant AM' par AM, qui n’en diffère que d'un infiniment petit, 
du : udt : u : AT ; « 

di 



d’oti nous tirerons 



AT=t 



du' 



De la méthode de Lagrange pour démontrer les 
principes du Calcul différentiel ' , sans la considé- 
ration des limites des infiniment petits , ou de 
toute quantité évanouissante. 

2^2. Nous avons vu de quelle utilité était le théorème 
de Taylor lorsqu’on voulait développer des fonctions en 
séries. Lagrange avant senti que les principes de la diffé- 
renciation étaient renfermés dans ce 'théorème , parvint à 
le démontrer sans faire usage du Calcul différentiel, par un 
procédé que nous allons modifier de la manière suivante : * 
Soit y =f (x-f- h) ; par la nature de cette fonction, il 
faut que lorsqu’on fait h — o , f\x -f- h) se réduise àfc; 
c’est ce qui aura lieu si la partie qui contieut h dans cette 



Digitized by Google 
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équation , est un multiple de h. Représentons-Ja par P h\ 
nous aurods donc 

■ • f(x + h)=fx + Vh- 

P pouvant être une fonction de h , si wous appelions p ce 
que devient P lorsque h = o , et Qh la partie qui dépend 
de h , nous aurons encore P = p -f- Qh ; en continuant ce 
raisonnement on aura cette suite d’équations 

, y =f* + PA » 

P =p + Qh, 

Q = q + RA, 

* etc. etc. etc. 

Mettant la valeur de P, donnée par la deuxième équation, 
dans la première, il viendra 

y =f* +ph + QA* ; 

mettant dans ce résultat la valeur de Q, donnée par la troi- 
sième équation , on aura 

y =fx +P h + gA* + IU 3 ; 

en continuant ainsi, et en mettant f( x + h) à la place de 
V, on aura en général 

f (x+h)—fx -+-ph-+-qh % -\-rh 3 -{• sh*-\- etc. . .(i33). 

243 . L’expression f(x - 4 - h) représente, en général , la 
fonction qui n’est pas encore réduite en série; si dans cette 
fonction on change x en x-f- i, on aura le même résultat 
que si l’on eût changé h en h -f- i. En effet , cette fonction 
ne pouvant renfermer x sans que cette variable ne soit 
* suivie immédiatement de h, un ternie tel que A(x-f h) m , 
par exemple, lorsqu’on aura changea: en x-f-i, deviendra 
A(x-f -i -f- h) m , quantité qui est la même que A (x 4- A -f-/)"* 
qui résulterait de la substitution de h -f- i à la place de h f 
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DE LA MÉTHODE DE LAGRANGE. - lGl 

Üans la fonction A(x -f- h) m -, ce que nous disons de ce terme 
devant s’appliquer à tous les autres , il s’ensuit que , dans 
les deux hypothèses, le premier membre de l’équation (i33) 
donnera lieu à des résultats identiques ; d’où il suit que le 
développement fx 4* ph 4* <7^* ■+* e tc. , donnera le même 
résultat en remplaçant x par x^-*, ou h par h +t. • 

244 . En substituant d’abord h + i à h dans fx -f- ph 
-f- qh a -f- etc. , on aura 

/x-f-p(ft-f-i') +q(A + i') , + r (^+‘) 3 4-etc.... (i34)‘, 

et en écrivant seulement les deux premiers termes de cha- 
cun de ces binômes , il nous viendra 

fx-{-ph-\-pi-\-qh*-j r ’iqhi + rA , +3rA , r + etc.. . . (i35). 

Pour obtenir ensuite le résultat de la substitution de xàx+i, 
dans l’expression fx -\-ph qh‘ -f- rh 3 -f- etc. , observons 
que dans cette séria , h étant en évidence , cet accrois- 
sement n'entre pas dans fx et dans les coefïiciens p, q t 
r, s , etc. , quantités qui ne pouvant donc renfermer que x , 
en doivent être regardées comme des fonctions -, et puisque 
l’équation (i33) a lien pour toute fonction de x, la substi- 
tution de x -f- i à la place de x changera 

fx enfc + pi -+• qi % -f- ri 3 -f- si* -f* etc. , 
p en p 4- p'i + p*i* + p m i 3 -f- p"i* -f- etc. ,1 / 

q en q -f- q'i -+■ q"i* + </*» 3 + <7*’»* + etc., 

r en r + r'i -J- rV + i*L 3 + r' Y i 4 4- etc., 

s en j -J- 5 3 + s “i* ~h *+* s>y ^ + etc. , 

etc. etc. etc. etc. etc. etc. 

; ’ , •- t 

Il n’est pas besoin de prévenir que par les lettres accen- 
tuées , nous représentons les coefficiens des différentes puis- 
sances de i dans ces déyeloppeiuens. 



* 
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En substituant ces valeurs de fx, de p, de q, de H' 
de s , etc., dans la suite fx +ph + qh* + rA 3 + etc., nous 
obtiendrons 

fx 4 pi 4 < 7 * a + " 3 + etc - + CP+p' J -f P" 1 ' + etc. )h 
4 ( 9 +9'i+9"i s +etc.)A ! ‘-Kr-H / i-f r”ï+etc.)hhtc.... (i 36 ). 

1 a 45 . Ce développement devant être identique (art. 243) 
à celui qui est désigné par i 35 , il faut que dans ces déve- 
loppemens , les termes qui Contiennent les mêmes puis- 
sances de h soient égaux [note seconde)-, par conséquent, si 
nous comparons les termes affectés de hi , d eh*i, de h 3 i, etc., 
de ces développemens , nous trouverons 

p' — zq, q' — 3 r, V = 4 *> etc (137). 



246. Nous avons vu , art. 244 , que p était en général Une 
fonction de x ; représentant donc p par/ 7 x , et nommant/"* 
le terme quimultiplierale coefficient de A dans le développe- 
ment de/ (x+fc), nommant de même/'x le coefficient de h 
dans le développement d ef(jx+k), et ainsi de suite , noua 
aurons ces équations 



f (x- f- h) —fx 4- hfx ter mes en h% en h 3 , etc.. 

f(x + h) =±./x 4-*/x -f termes en b 4 , en b 3 , etc. 
f”(x 4 h) d=fx-i-hfx-{- termes en h 4 , en h 3 , etc. 
etc. etc. etc. 



(i 38 ). 



347. Par bypothese , nous avons, art. 34B , p=/x; 
donc, si dans cette équation on fait i=i+ü| on aura 



p + P ' h 4 P "h* 4 P "/i 3 4 etc. =f(x 4 ; 

mettant dans cette équation la valeur de/(x 4 ^)j donnée 
par la seconde des équations (i 38 ), nous obtiendrons 

p 4. p 'h t£p"h a + etc. =f'x+hfx + termes enh 4 en h 3 , etc. 



* 
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Cette équation ayant lieu , quel que soit h , il faut que les 
termes des mêmes puissances de h soient égaux ; donc 

cette valeur de p' changera la première des équations ( 137 ) 
* n f* x — aq ; d’où nous tirerons 

q 

si dans cette équation nous changeons xenx-f h , il viendra 
q + q'A + q"h 1 + etc. = j/"(x + h) ; 

mettant à la place de f"(x -f- h) son développement donné 
par la troisième des équations (i38), nous aurons 

< ]~hq'h-l-q‘Ii'‘-^-e\c.=l(f"x-\-hf m x-^-termes enh i enh 3 ,etc.')-, 

comparant les termes qui multiplient la première puissance 
de h , nous aurons q'—\f x , valeur qui étant' mise dans 
la seconde des équations (i3y ) , la changera en \f“x = 3r 
d’où l’on tirera 

r — 3 • » -f™- 10 i 

en continuant ainsi, nous trouverons successivement tous 
les autres coefficiens de l’équation (i33) ; substituant dans 
cette équation les valeurs dep, de q, de r, etc., nous aurons 

f(* + J‘)=fx + hf x+ ~f'x + ~ fx+ etc..(i4o). 

' ” * 1 ’ 1 ' c * • 1 • ’ 4 

Si l’on considère maintenant la première des équa- 
tions (i38), on verra que f'x étant le coefficient de h dans 

le développement de/(x-f-/z), est ce qu’on désigne par 
d./x dy , 01 

"àr - ou par ^ ; de meme, en considérant la seconde des 

équations ('38), 0 n reconnaîtra que le coefficient f’x de 
la première puissance de h, dans le’développemeot de 

11.. 

1 's . • 1 
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df'x 

f (x-{~ A) , doit être représenté par £ — , c’est-à-dire par 



d. 



dx 

& j 

dag Q*V 

^— = et a* n3 i de suite ; par conséquent, en mettant 

ces valeurs d efx, def'x, def'x, etc. dans l'équation (140), 
on trouvera 

/C*+«=^+^+g^+^^ + etc...,-T(i 4 .).- 

249. C’est ainsi qu’on parvient à la formule de Taylor,* 
sans faire usage du Calcul différentiel. L’expression qui 

entre dans cette formule, est }e signe de l’opération par la- 
quelle on obtient le coefficient de A dans le développement 
deyi[x-}-A);dès que ce coefficient est trouvé, les expressions 

d 3 y • ■*• f • f 

dx“ ’ dx 1 ’ etc " * nous indiquent que la même opération ré- 
pétée, nous fera connaître les coefficiens des autres puis- 
sances de A ; de sorte que nous n’avons besoin que de con- 
naître , par des moyens tirés de l’Algèbre, ee que doit être 

pour chaque fonction. Par exemple, si l’on demandait 
• -dy 

que! est jg pour la fonction x”, on développerait fx-f-A)'* 
par la formule du binôme, qui donnerait x m -|- 7 iix OT ~ I /i+etc.; 
et comme ~ devrait indiquer le coefficient de la première 

puissance de A , dans ce développement, on aurait 

~ = jni”' 1 . Ainsi , tout se réduit à pouvoir trouver , par 

des procédés analytiques , le développement des différentes 
sortes de fonctions que l’Algèbre peut présenter ; ces procédés 
ne sont pas différens de ceux que nous avons fait connaître 
pour développer les diverses fonctions qui, par leur combinai- 
son, donnent toutes jes autres ; c’est ainsi que nous avons donné 
les développemens de a x+h , de log (x+A), de cos (x-f-A), etc. 
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a5o. Voilà donc une troisième méthode, d’après laquelle 
lès principes du Calcul différentiel se trouvent démontrés 
d’une manière indépendante de toute considération de li-. 
mites, d’infiniment petits, ou de quantités évanouissantes ; 
mais cette méthode ne peut néanmoins exclure celle des 
limites, parce que lorsqu’on en vient aux applications, et 
qu’on veut, par exemple , déterminer les volumes * ou les 
surfaces , rectifier les courbes , ou obtenir les expressions 
des sous-tangentes , des sous-normales , etc. , on est tou- 
jours obligé de recourir aux limites ou aux infiniment petits. 

a5 1 . En considérant les développemens des diverses fonc- 
tions (x-f-h) m , a I+A , log (x -J- A), sin^r -}-/[), etc., que 
l’Algèbre nous offre ; comme ces fonctions sont en nombre 
"très limité , il est facile de reconnaître que , daarieurs dé- 
veloppemens, le coefficient de la première puissance de h 
n’est ni nul , ni infini , du moins tant que x conserve sa va- 
leur indéterminée -, c’est d’ailleurs ce qui résulte de la dé- 
monstration précédente. En effet , supposons qu’on eût 
p=?o dans l’équation 

ty-xzfx^ph qh* rh 3 - f-etc., 

il arriverait deux cas : ou la valeur dex, que renferme p , 
devrait être donnée par une équation identique, ou par une. 
équation qui ne le serait pas; dans ce dernier cas, p = o' 
représenterait une équation d’un certain degré , et cette 
équation ne donnerait qu’un nombre limité de valeurs de 
x , ce qui serait contre l’hypothèse , qui admet pour x une 
valeur quelconque ; màissi p=o , c’est-à-dire &if'x=o était 
une équation identique en x {*), faisant x=x-f-h, on 
aurait encore _/”(•* + h} = o ; et comme h entrerait par- 



(*) Le cas où p ne contient pas x est compris dans cclui-ci j car si la 
valeur de p , qui est nulle , est représentée par a — a , on peut la con- 
sidérer comme a — x — (a — x) y 
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tout où entre x , cette équation , considérée par rapport à 
h , serait encore identiquement nulle , ou , en d’autres termes» 
cette équation aurait lieu quel que soit h\ il en serait donc de 
même de son développement qui, d’après l’équation ( 169 ), est 

p +p'h + p "h* -f- + etc. = o ; 

mais lorsqu’une équation de ce genre est nulle , indépen- 
daniment de h , il faut que les coefliciens des differentes 
puissances de h soient nuis séparément (note seconde ) , et 
que , par conséquent , l’on ait 

p' — o, p“— o, p m ~ o , etc. 

En substituant ces valeurs dans les équations 

v ¥ 

p' = aq, p" = 3 r, p m = 4s, etc., , 

qui résultent 4 e l’identité des termes affectés des mêmes puis- 
sances de ih , de i u h , de i 3 h , etc., dans. les suites i34 et i36 » 
• on obtiendrait 

q = o, r~o, s — o, etc.; 
et , comme en outre p = o , l’équation (i33) se réduirait à. 
f(x + h)z=fx\ 

il faudrait donc^que x + h, mis à la place de x, ne chan- 
geât pas la fonction , ce qui exigerait que cette fonction 
fut identique ou constante; car on sait que si fx était , par 
exemple, de cette fprme x a — x ou de celle-ci, c - 4 -.r*— 
la substitution d ex-\-h à la place de .redonnerait toujours, 
le même résultat, et l’on voit que, dans le premier cas , 
la fonction serait identique, et dans le second, se réduirait 
à une constante c . Il suit de ce qui précède , que le coeffi- 
cient de la première puissance de h ne peut être nul dans, 
le développement général de^*(x-f- A). 

Il ne serait pas moins absurde de supposer ce coefficient* 
infini , car le second membre de l’équation (i33) devenant* 
infini, le premier membre léserait aussi, c'est-à-dire qu’oa, 
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aurait f(x -f- h) = 00 ; et comme /(x h) est composé 
en x-\-h, comme^x l'est en x, letermequi, dans f(x-\-h), 
rendrait cette expression infinie , devrait rendre aussi infini 
fx. Par exemple, sif(x-j- h) renfermait un terme tel que 

( x 4- h ) (æ - 4 - ü) ’ est ^ est évident qp’on de- 
vrait avoir danser , le terme — - , qui serait aussi infini. 

Il suit de là que la fonction proposée serait infinie , ce que 
nous ne supposons pas. 

25 a. Les expressions fx , f"x , fx, etc. > sont ce que • 
Lagrange appelle la fonction prime , la fonction seconde , 

1 a fonction tierce, etc. , de fx, et en général , en sont les ., 
fonctions dérivées. Lagrange indique aussi les fonctions dé- 
rivées d’une autre manière, en remplaçant È par y',\ 

d a y „ d 3 y _ . . . 

dx* par -? ’ dx 3 par -^ * et aulS1 de smte ‘ 

Des cas où la formule de Taylor est en défaut. 

i53. En général , lorsque dans une fonction de x on met i + S 1 la. 
place de x , la tonne de la fonction reste la même, puisque x -f- h entre 
parfont où e'tait x; ainsi, lorsque fx renferme un radical , f(x •+■ h) 
doit aussi le renfermer : par exemple , si l’on a 

fx=zbx‘ + ~, 
yx 

le.méme radical se trouvera dans l'expression 

f(x +hy = 6(x-t- h)l -h — 

a54- Il n’en serait pas toujours de même, si l’on donnait une valent 

3 

particulière à x ( je veux dire dc'termince) : par exemple , si y,f — a 
entrait dans fx, il faudrait que f(x -f-h) contint le terme 

3 y _ • 

yx + h — a ; 

3 

or, l’bypoütèse de.* ss a ferait évanouir \fx — a qui se trouve daas. 



Digitized by Google 




1 68 CALCUL différentiel; 

S 

fx , tandis qnc la même hypothèse réduirait le terme V x — a -f-A, qui 
S * 

entre dan» f[x-bh ) , A \/h — h'‘ : le développement de f(x-bh) con- 
tiendrait donc alors nn radical qui n’existerait pas dan sfx , et ne pour- 
rait se développer suivant les pnissances entières de h. 

Ceuc impossibilité se manifesterait par les valeurs infinies que pren- 
draient les coefficient différentiels : par exemple, si l’on avait l’cquatiou, 

5 

y— |/x — a, 

on trouverait, en la différenciant, 



dr i - 

d - = 5 (*-o) 



3 » 

$V (x—a)‘ 



et l’on voit qne la valeur de ce coefficient différentiel devient infinie , lors» 
qu’on fait x=a. 
a55. Soit, en général. 



n+- 



Le développement qu’on serait censé obtenir en faisant x — a, et dan» 
lequel n~h - représente une quantité qui tombe entre n rt a + tj on. 
va démontrer que le coefficient différentiel de l’ordre n-f-t est infini. 
Pour cela , en regardant a comme une variable , nous savons , art. 53 et 
54 , que l’on a 



Af{n -I- h) d f (a -4- h) 

~ da d h ’ 



dv/fn-4-A) 

du' 



d ’/ (a -b h) 
dt? 



, etc. (i43). 



Différencions successivement par rapport S h , l’éqnation/i 4 ?) , et repré- 
sentons , pour abiégcr, par M', N', M'‘, N", etc., ce que deviennent aior» 
les coefficient M et N j nous aurbns 

+ N ’h + * ‘ + etc. , 

=x aC + n.3 Hh . . . + M 0 A-’ + H m h ^ * + etc. , 

etc. etc. etc. etc. ; 

{remplaçant les premiers membres . de ces dernières équations par lettre 
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CAS EN DÉFAUT DE LA FORMULE DE TAYLOR. ïfry 
valeurs données par les équations (*43) , nous obtiendront 

= B + sCA 4- a . 3DA*... -H M'A*-‘-f-N"A +t '+...(, 44 ), 

^£fct£l = aC + a.3DA + M'A->+N'A +I +...(i45)t 

da* * 

etc. etc. etc. etc. ; 

\ 

faisant A = 0 , dans les équations ( 1 4 2 ) > (* 44 ) ct (*45) > ctc - > on a 
r . àfa d % fa _ 

> = A « 37 = b ’ d^ = aC,e,c ’ 

Cela suffit ponr déterminer les coefficient A, B, C, etc. de l’equa- 
tinn (i 4 a). 

Cela pose', d’après l’inspection des équations ( 1 44) et (*45)> 00 T0 't 
que chaque différenciation diminuant n d’une unité , lorsque nous serons 
arrivés A la «*'•■• différenciation, nous aurons 

£££±i!=...PA— + QA +x +etc. = P + Qi*+etc., 
da" 



et, A la différenciation suivante, nons trouverons 



d** 1 f (<* -1- A) 
da*+' 




I 

-f- etc. 



O*,- étant moindre qne l’unité , - — 1 est un nombre négatif : on pourra 

Z & 

donc écrire ainsi l’eqoation précédente , 



d’+'f{a + h) 

‘ ( da*+> 



R -+• etc. 




par conséquent , lorsque nons ferons A = o, pour déterminer le cocffi* 
cicnt de l’un des termes de l’équation (ï4*) , nous trouverons 



d"+' f{a) R 

da"+‘ o 



= 00 ; 



il en ^ra de même lorsqu'on voudra déterminer les cocfEcicas différentiels 
d’un ordre supérieur. 
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Il rçsulle de ce théorème, que lorsqu'on fait x = a , dans le dèvelop* 
pement de f(x + h) , s'il existe une puissance fractionnaire de h dans 
ce développement , et qu'elle soit comprise entre les termes affectés 
de h* el de h"+', on ne pourra déterminer les termes de la série de 
Taylor , que jusqu'à l'ordre n inclusivement : tous, les autres termes 
deviendront infinis. 

a56. Une fonction de x représentée par fx étant donnée, si l’on vent 
déterminer le développement de J (x + h), dans l’hypothèse de x — a , 
il faudra, comme on le sait, calculer les termes de la suite, 



+ etc.; 

J dx dx 3 i.a ’ 



mais si en faisant ce calcul on trouve que l’un des coefficiens différentiels 
devienne infini dans l’hypothèse de x — a , on ne cherchera pins à obtenir 
le développement d ef{x ■+■ h) par la série de Taylor ; mais voici le pro- 
cédé qu’il faudra employer. On mettra x + h a la place de x , dans 
fx; alors le terme qui contient x — a au dénominateur , contiendra 
x — a-f -h, et ne deviendra plus infini lorsqu'on fera x = a, mais., 
donnera lieu à un terme affecté d’une puissance fractionnaire de h. 
n5y. Soit, par exemple,. 

fx — 3ax — -x* -f- a \/ X* — a" j 



en différenciant, on trouve 



^=a(«--x)+- 



l/ r’ — ( 



dV 

•ubsti ruant ces valent* et celles dc^y~ , de , etc., dans la formule - 
de Taylor, art. 55, on obtient. 

/ , (x-f-A) = aax— x’rha ÿxî—â'-M a(a — x)4- — — | h -f-ctc. 

L yx’-~a’J 

Or , quand x = a , le terme multiplié par h devient infini ; donc ce dé- 
veloppement n'est plus possible. 

Dans ce cas, d’après la règle précédente, on mettra x-f-A à la place 
de x dans l’équation . 

fx — 3 ax — j/ ’x* — a*, 

ot l’on trouvera 

/(x -f- h) ss tax + %ah ■— x» — ixh — h' •+■ a y'x * + asc h -f- A* — a* , 

r , 
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CAS EN DÉFAUT DE LA FORMULE DE TAYLOR. 17* 
équation qui , tlans l'hypothèse de x = a , devient 

J'ifi 4 - A) — ja* — » A* — a a uA 4 “ A** 

ou, _ 

f(a + h)—a' — h'-t-a^Tl y/aa-f-Aj. 

développant par la formule du binôme, et représentant, pour abréger 
par A , B , C , etc-, les cocfficieus donnés par cette formule, on a 

JL » 

V aa 4- A = (an -J- A/ = A ■+■ BA 4* CA*-f- DA 1 4- etc.j 
substituant, on trouve 

^(a + ft)=û* — A* rrA A 4- r/BA + uCA* y/ A 4 - etc* 

On voit, par cet exemple, qu'en mettant r+A, dans la fonction* 
et faisant x = a , on peut introduire une ou plusieurs puissances frac- 
tionnaires de A; on développe ensuite séparément les termes qui sont 
•usceptibles de l'ëtre, soit p..r la formule du binôme, soit autrement, 
et on substitue ces termes dans la valeur de f{ a 4- A) , ce qui en donne 
le développement. . 

a. f 8. Lorsque xTreste indéterminé, Lagrange a démontré que le dé- 
veloppement àcf (i-f-A) ne pouvait contenir des termes affectés d’une 
puissance fractionnaire de A. En effet, supposons que l’on eût 

f{x+h) =fz + ph + qh*.. .+ Ky%ÿ 

? _ 

comme K y h est susceptible de trois valeurs , M, N , P, nous aurions ces 
trois développemens àej(x 4 - A) , 

f(x 4 - A) = /x 4- ph 4 - qA*. . . 4 - M, 

/(* -b h) =fx -b ph + qA».. 4 ~ N , 
f(x 4- h) = /x 4 - ph 4 - qA»...-f- P. 

Or , fx devant renfermer les mêmes radicaux qu ef(x 4 - A) , art. a 53 , il 
faudrait que fx eût aussi trois valeurs différentes, Q, R, S; en substi- 
tuant successivement ces valeurs h la place d efx, on trouverait donc 

/(x 4 - A) = Q 4 - pA 4- qA*. . .4- M , 

/(x 4 - A) = Q4- ph 4- qA*. ..4- N, 
f(x 4. A) r= Q-f- ph 4- qA*. . .4- P, 

/(x 4 - A) = R 4- ph 4- qA*. . . 4 - M , 

J (x 4 - A) s= R 4- ph 4- qA*. . .4- N, 

. f {x 4 - A) = R 4- pA 4- qA*. . .4- P , 

» y*(x 4 - A) = S 4- ph 4- qA*... 4 - M, 

jf(x 4- A) = S 4 - ph 4- qA». . .4- N, 

jf(x 4 r h) = S 4 - ph 4 - qA* . , .4* Pi, 
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de sorte qne l’expression f(x + h) étant développée', aurait neuf valeurs 
differentes, tandis que non développée, elle n’en pourrait avoir qu’au- 
tant qaefx en comporte, et par conséquent trois dans l'hypothèse ac- 
tuelle ; ainsi on ne peut supposer que le développement de y (x -f- h) 
contienne une puissance fractionnaire de h, sans tomber dans une con- 
tradiction. 

a 5 g. Il est facile aussi de démontrer que/(x+ h) ne peut contenir, 
dans son développement, un terme affecté d’une puissance négative do 
h j car s’il contenait un terme tel que MA—", on aurait 

tw- 

/(x 4- h) =/x +ph + (jh‘ . . ,-f. ^ ; 

or, en faisant A = o, le premier, membre se change en fx , et I« second^ 

M 

au lieu de se réduire bfx , devient infini , à cause du terme ^ qu’il ren- 
ferme. 

360. Il en serait de même si. le développement contenait un. terme 
affecte' du logarithme de h ; car si l’on avait, par exemple, un terni e 
tel que A log h , ce terme , lorsqu'on ferait h — o , deviendrait A log o ; 
or , le logarithme de o étant l’infini négatif , le terme A log h serait alors, 
infini ; d’où il suit qu e fx devrait l’étre aussi, ce qui est contre l’hy- 
pothèse. 



FIN DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 



1 



r 
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CALCUL INTÉGRAL. 

• l ' . 

De V intégration des différentielles monomesZ 

J 

s6i. Le Calcul intégral a pour objet de trouver la fonc- 
tion, qui, étant différenciée, a dû produire une différen- 
tielle donnée. Pour commencer par le cas le plus simple , 
nous allons chercher à intégrer l’expression x m àx : dans 
cette vue , nous différencierons l’expression x m " H , et nous 
trouverons 

d.x”* 4 ' 1 =: ( m + 1) «"dx, 
d’où nous tirerons 

(1 

— r- = x"dx ; 
m -f- 1 

et comme la constante m+i n’influe pas sur la différen- 
ciation , nous pourrons écrire ainsi l’équation précédente : 

x m+i 

, • ' d . ; — = x m àx ; 

1 . 

par conséquent, la quantité qui, par la différenciation, a 
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*74 

^pW+l 

donné x m d£ , est — : — . 

m-j- 1 

mettrons, avant la dilFérentielle , la caractéristique f, qui 
signifie somme ou intégrale ( * ) , de sorte que nous écrirons 



Pour indiquer cette opération , nous 



fx m dx = 



x *+i 

m -j- i 1 



263. Concluons cette règle générale : pour intégrer x m dx 
il faut augmenter F exposant d’une unité , et diviser par cet 
exposant ainsi augmenté et par la différentielle. 

a63. Soit, par exemple , nous aurons donc 



/ 



'fËf _ fax — — CJ ~ 3+ 1 = 
x‘ ~ JaX — 3-f-t — a 



ax- 



ai 



on trouvera de même que 



3 _ » 

fdx y' x*=fx 3 dx 




x 3 3 x^ 

T~T~* 

3 



264. Observons que lorsque nous différencions a- notfs 
trouvons mx m “'dr, comme si nous n’eussions différencié 
que x™- par conséquent il faudra, en intégrant, ajouter une 



(*} Ce mot somme, pour designer l’intégrale, a été introduit par le* 
anciens géomètres', parce que, d’après la méthode des infiniment petits, 
ils considéraient une fonction y comme une somme d’accroissemcns infir- 
maient petits. 

Fig. 48. Par exemple , on voit que l’ordonuée étant MP (Gg. 48 ), oft a 

MP = ab + a' b’ + a" b" -f- a” b" + 

c'est-à-dire qae y est égal h la somme des accroisscmens infiniment petits^ 
représentés chacun par dy. 
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INTÉGRATION DÉS DIFFÉRENTIELLES MONOMES. 17S 

constante à l’intégrale. Ainsi , dans les exemples précédens , 
nous écrirons 

' ^=#+ c - 

aS 5 . Cette constante C, gui doit s’évanouir par la diffé- 
renciation , est en général arbitraire , à moins que , par la 
nature du problème , elle ne soit déterminée. 

Par exemple* si l’on a l’équation^» s= ax* — b , qui est 
celle d’une parabole CBD (fig. 49) » dont l’origine est en A, Fig. 49 » 
et qu’on en tire d y == aaxàx, on trouvera , en intégrant, 

7 = cx* + C. . .(1). 

Cette équation peut convenir à une infinité de paraboles.' 

Or , si l’on veut que parmi toutes ces paraboles , CBD , 

CB D', C"B"D", etc., la courbe qui a pour équation 

y=ax**j- C,soit celle d’une parabole qui passe par le point 
E dont les coordonnées sont 

y — ° » «=AE = 4-\/^* 

il faudra qu’en faisant x — , on ait y — o , ce qui ré- 
duira l’équation (1) à ' ' '* 

o — b -J- C, 

d’où l’on tirera C = — b. Substituant cette valeur dana 
l’équation (1}., on obtiendra 

y z= aX* — b , 

comme on l’avait avant la différenciation. 

266. Lorsque la nature du problème ne détermine pas 
la constante , on peut disposer de cette constante comme 
dans l’exemple suivant : ayant trouvé que l’intégrale de 
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x m àx eat 



CALCUL INTÉGRAL; 



>=^pr+ c -**^ 



nous donnerons à x une valeur déterminée b, et le second 
membre de cette équation deviendra 



TJl -f- 1 



C étant arbitraire, nous pouvons déterminer cette constante 
par la condition que 1 expression ( 3 ) soit nulle , ou, ce qui 
revient au même , par la condition qu’on ait y = 0 lorsque 
X—b ; alors l’équation (2) deviendra 



0 = 



frm+i 



m + 1 



+ C, 



tToù l’on tirera la valeur de C , qui étant substituée dans 
l’équation (a) nous donnera 






367. Il n’y a qu’un seul cas qui échappe à la règle de 
l’article 362 pour intégrer x m dx ; c'est celui ou m= — 1 , 
car alors la formule (4) devient 



ar® — b° o 

J = — “ =3 ; 



il faudrait donc, dans ce cas, faire usage de la règle de 
l’article 81 , pour déterminer la vraie valeur de l’intégrale ; 
mais on peut éviter cet inconvénient, en observant que 

x -i dr = — , et que cette expression — est la différen- 



tielle de log x\ par conséquent, nous aurons 
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= log x + C. 

Des différentielles complexes dont F intégration 
peut s’effectuer par la règle de l’article 26 2. 

268. Nous avons vu , art. 28 , que la différentielle d’un 
polynôme se formait de la somme des différentielles de ses 
termes ; réciproquement l’intégrale d’un polynôme sera égale 
à la somme des intégrales des termes qui le composent. 
Par exemple , 

J " ^ad x — {-xdx v/x ^= faàx — /x“dx + C , 

ou, en effectuant les opérations , 

J'(aàx - b ~-\-xàx ffi) — ax— A 4. £ + C. 

Nous n’avons mis ici qu’une constante , parce que chaque 
terme donnant une constante à l’intégration , nous pou- 
vons représenter la somme de ces constantes par une seule 
lettre. 

269 • Tout polynôme , tel que (a + bx + ex* -f- etc.)“dx 
peut s’intégrer par la même règle , lorsque n est un nombre 
entier positif. Pour cela , il suffit d’élever le polynôme 
à la puissance indiquée, et d’intégrer séparément chaque 

terme. - 

Par exemple , pour intégrer (a 4- 6x)'dx, nous aurons 

f(a + hx)*dx=/(a’ > dx + aabxAx -f- i*x“dx) • 

b’x' 

— n’x -f- abx* 4- C. 

270. Lorsqu’oa ’ff une expression telle que (Fx)*dF x , 

ia 
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composée de deux facteurs dont l’un est la différentielle de 
la partie Fx qui est sous la parenthèse , pour intégrer cette 
expression, on fera Fx = z, P ar conséquent, dFx = d*; 
substituant , on trouvera 



et en intégrant , 



(Fx)"dFx — a*<&, 



z" +1 . irxr - _i_r 

/(Fx)«dFx= — + Ce* -^ T + C. 

Pour en donner un exemple , soit 

(« + bx + cx'Ÿ (bdx + acxdx) ; 

comme Hr + ncatir est la différentielle de la quantité 
renfermée entre les parenthèses, on fera 

a-\-bx + cx* — z, 

• ' * • * 

et l’on aura, en différenciant, 

fcdx + ncx dx = dz ; 

donc * , _» • 

(o -f bx +cx a ) ï (idx -f acxdx) = z 5 dz. 

L’intégrale de cette expression sera ■ 

Ë $3 ~= Ë (a + bx -+- + C. 

5 , 5 

271 . Si l’un des facteurs était 1| différentielle de l’autre , 
à une constante près , l’on pourrait encore intégrer par le 
même procédé. Soit, par exemple, 

(a bx*Y mxdx (5). 

Comme je vois que la différentielle de a+ bx*, qui est 
abxda;, ne diffère de mxdx que par la constante, je fai» 



, (Fx) 



«4*1 
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INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELlES COMPLEXES.' 179 

C-+-ÔX* = z, et par conséquent übxdx = dz, d’où je tire 
ds 

xdx = — r-, substituant ces valeurs dans l’expression (5), 
20 

j’obtiendrai 

I TJX — 

(g -f- bx*) a mrdx = z a dz , 
et, en intégrant, il viendra 

1 3 3 

f[u -f- ix 1 ) 2 mxdx — ~ 4-C=^ (a + 6x a ) 1 + C. 



272. La même transformation peut s’appliquer aussi pour 
rapporter certaines différentielles à des logarithmes :si Ton 

avait, par exemple, , en faisant a bx~z, j’en 

déduirais dx=^; substituant, j’aurais 

/ adr T'a ds a C ds a. . _ 

ï+bï=J Zl.=iJ T = ï l °‘* + C ', 

et , en mettant pour z sa valeur, 

a 



/; 



^^x = ï 106(0 + 630 + C 



adx 



En opérant de même pour on trouvera que l’inté- 

grale de cette expression est 

■ J ^+ C - 

Z?es différentielles qui s’intégrent par arcs de 
cercle. 

273. Soit (Gg. 5o) a; = CE , le sinus dont l’arc CB est Fig- 5o. 

12. . 



# 
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z ; nous avons x = sin a ; différenciant , il viendra. ...» 

dx 

dx = cos zdz, d’où nous tirerons da = ; d’une autre 

cos a 

part, l'équation cos® a-}- sin* a = 1 nous donne 

cosa=l/i< — sin“a= y 1 — x*; 

substituant cette valeur dans celle de da, on obtiendra 

. dx 

da=— — =■ -, 

V/ i — x® 

par conséquent on trouvera , en intégrant, 

f~==.= z+ C...(6). 

J V/ 1 — x’ 

Pour déterminer la constante, supposons donc que lorsque 
x = o , on ait 

r dx 

J ^7T^“ 0Î 

comme, d’après la figure 5o, l’arc a, représenté par CB, est 
nul , en même temps que le sinus x, l’équation (6) se réduira 
donc , dans cette hypothèse , ào = C; par conséquent 



A 



dx 



: = arc (sin =s x). 



V / 1 — x® 

274- On peut, de l’intégrale précédente, faire dépendre 
celle de 

dx 



\/ a® — x® 

en effet , en divisant les deux termes de la fraction par a , 
dx 



on aura 



/y dx /y ^ x 



t . 
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cc f* dr 

cette intégrale étant composée en - , comme J 

l’est en xj il en résulte que 

/ dX f . X\ 

. = arc ( sm= - ). 

a a — X a ' a ' oiw •: 

275. En second lieu, soit z l’arc CD (fig. 5 o) dont le j'ig, s 0 , 
cosinus AG est x \ nous aurons 



et , en différenciant , 



d’où l’on tirera 



x — cos z, 

dx = — dzsinz, 
dx 



• dz = 



sinz 



et , en mettant pour sin z sa valeur tirée de l’éqùation 
cos* z ■+- sin a z = 1 , 
dx 



on obtiendra 



dz : 



\/ x — co? a z’ 



ou , parce que cos z,= x , 

dz = — ■ 



dx 



i' i ta 



•t en intégrant , on aura 

f- — — arc (cos = x)+C, 

J y 1 — x* 



ou 



/ dx 

y/ 1 — x* 



arcDC-hC.. .(7). 



Pour déterminer la constante , supposons que lorsque 

/ dx . , * , 

— — r==è= soit nul : l’équation (7) se réduit , 
VA — x a 
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182 . 

dans ce cas', à 

0 = arc (cos = o) + C . . . . (8) ; 

or, pour que le cosinus AG de l’arc DC soit nul, il faut 
que. cet arc devienne 

DB sss i cire. = 3 tr ; 

mettant donc - *• âu lieu de arc (cos = o) dans 1 équa- 
tion (8) , on a 



ce qui nous donne 



o = 5 *■ -f- C , 



Fig 5 o. Bubstituant cette valeur dans l’équation (7)^ on obtient 
fi. — — — (i » — arc DC ) = — arc CB. 

J y' 1 — x* 

276. Nous avons vu , art. 4 5 , que 

dx 

si nous faisons x = tang z , nous trouverons ■ ■ 

* . dx = ; 

cosz 

d’où nous tirerons 

dz = dx X cos*z-, 

or , la proportion - - - 4 

cosz : 1 :: 1 : sécante Z. 

donnant 

1 • -- • . 

COS Z = — ; , 

sec z 

on aura • 



cos* z : 



éc’z 1 -f-tang’z !+<£*’ 



sec 
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substituant cette valeur , nous trouverons \ . , 

• V:. >•'. 

<! s = d. s — y. 

et en intégrant on aura 

u f ,. d i-= 2 . + c-, 

. . J 1 4- a* ;T 

prenant l’intégrale dans l’hypothèse que cette intégrale 
s’évanouisse lorsque x = o , z devient nu} , et 1 on a 



donc 



o = G ; 



« 

= arc dont la tan g est x. 

1 +X* 



377. On peut rapporter à cette formule , celle-ci : 

/ ‘die 4 ' ■ • 

a’+x*' V. r.:.-,': t ... - 

en divisant par a 1 les deux termes de la fraction , qn pourra 

* v , ™ ■■ ■ ' r.r ■ J 

I ecnre ainsi ; • 




... , ‘ X 

et comme cette intégrale est compose» en — , comme... 

1 r dx ,, \ i- 

- I — : 1 est en x , nous aurons 

a J 1 ■ 



i -f-x* 



"• ( 

J 



/?rî ; =« arc ( , “ 5= ';}' 



Soit encore x le sinus verse DG. Le cosinus et le sinus 
verse valant ensemble l’unité, noua aurons x-hcosz= i. 
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et, en différenciant, 

dx = dz sin z , 

d’du l'on tire 

, dr 
dz = - — ; 



sin z 



or, 



■in z— 1 — cos'zn: C 1 — cos s) (i-f-c°3z)=\/x(a — x) 

=y zx— x»;. . 

substituant , on a 

dz =s ■ 

et en intégrant, 

• \ 

dx 



dx 



A 



V^3X — X* 



V/flX — X*’ 

, 

= arc (sinus verse =j x). 



Nous n’ajoutons point de constante, parce qu’en suppo- 
sant que l’intégrale s’évanouisse quand x est nul , z est aussi 
nul. 

-Il: ■ S . * 

378. Lorsqu’on veut avoir la valeur de l’intégrale pour une 
valeur déterminée de x, on opère comme dans l’exemple 
suivant. 



Supposons qu’on demande l’intégrale de ■ 



dx 



;, lorsque 



1 + x” 

x = 7 ; le rayon étant 1 , la tangente sera donc 7; et comme 
les tables des sinus sont construites avec un rayon de 10 
milliards de parties, .la tangente relative à ce rayon sera 
10 milliards de fois plus grande ; par conséquent cette tan- 
gente vaudra 7 X 10 milliards. : ! 

Le logarithme de la tangente tabulaire aura donc pour 
expression , , 

log 10 milliards -f- log 7 = 10 + log 7 
= jo -f- 0,845098 = 10,845098. 

Cherchant ce logarithme dans les tables des sinus, on 
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▼erra qu’il répond à un arc de 

go° 9 S', division décimale , 

ou de 

8 i° 5a', division sexagésimale. 

Pour trouver la valeur numérique de cet arc , dans l’hy- 
pothèse du rayon = 1 , nous remarquerons que , dans cette 
hypothèse, la circonférence = 6, a83 ; par conséquent nous 
aurons 

4oo° : 9 o° 96 ' :: 6,a83 : arc cherché = i,4a, 
ou 

36o° : 8i*5a' :: 6,a83 : arc cherchée i,4 2 * • 

De V intégration par parties. 

279 . En prenant la différentielle d’un produit de deux 
variables , par le procédé indiqué article i 4 , on trouve 

d . uv = udv -f- vdu ; 

intégrant et transposant , il vient 

fudv — uv — fvdu. 

C’est à cette formule que l’on rapporte les différentielles 
que l’on veut intégrer par parties. 

280 . Par exemple, si l’on ignorait quelle es» l’intégrale 
de x m d.r, on ferait x m = u , dx = dv; et l’on aurait 

fx m àx z=ix m+ ' — fx.mx m ~'dx =x m+l — mfx m dx ; 

réunissant les termes affectés de x m dx , on a, en trans- 
posant , 

(m -f- 1 ) fx m dx — x m+ ' -, 

donc 

• r m-fi - , v 

fx"àx = — , h C. 

m -f- 1 
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281. Soit encore 

/dxlog.x ; 

je fais 

log x — u , dx = dv , 

et j’ai 



fdx logx=xlogx-— /3x=xlogx — x+G=(logx — i)a>+-C. 

* 

282. Pour dernier exemple , cherchons à intégrer 
dx — x 4 : 

en faisant 

j/ a* — x*=u et dx = dv, 
nous trouverons d’abord 

— , ■ — • • • (9)' 

y a? — x 1 



Nous chercherons ensuite une autre valeur de 
fdx a* — x“ : 

pour cet effet, en multipliant cette dernière expression par 

y/ a? — x* f 
V/o^x 3 

nous aurons l’équation identique , 

, p «’dx 

ÿ== 

et, en effectuant la première des intégrations indiquées dans 
le second membre , nous obtiendrons 

fdx v/a a — x“ = a 4 arc(sin = ?) ; . 



P x’dx 

j 7 ^ 



X* 
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ajoutant cette équation à l’équation (9) , nous trouverons 

2 fdx{/a i —a£ = xÿ' a * — x* -f- a a arc ^sin = ; 

donc 

) * ' # 

/dx ÿ' a* — x a = ^ [/a 1 — x* + ^ a a arc^sin == +C. 

On voit par ces exemples que lorsqu’en général on a une 
expression telle que / vdu , l’intégration par parties fait 
dépendre cette intégrale de celle de / udv , et que , par con- 
séquent, cette méthode d’intégration n’est pas toujours appli- 
cable. , 

De l’ intégration par les séries. 

283. Soit Xdx une différentielle dans laquelle X repré- 
sente une fonction de x ; si l’on développe X en une suite 



Ax“+ Bx f -f- Cx v -{- 0 x^- 4 * Ex* -J- etc., 
ordonnée par rapport aux exposans «, ff, y, etc. , on aura 

/Xdx = / (Ax* 4 - Bx^-f- Cx 1 * -f- Dx J -f- Ex* -f- etc.) dx 
Ax“ +,n . Bx f+ ' . Cx >+1 . Dx^ + ' . Er ,+ ' 






G~h 1 y -j- 1 



+ 1 1 



-f-etc.+G • 



284. Prenons pour exemple 



dx 



, qui est la différen- 



a- f- x 

trclle de log(a-f-x) : on écrira ainsi cette fraction... 
X dx, et ils’agjra d’abord de trouverle développement 

de — , ce que l’on fera an moyen delà division -, mais sans 
effectuer cette opération , on peut déduire le développement 



(*) Si l’un des exposans *, f , y, etc. , e'tait égal A — t , on intégrerait ‘ 
par logarithmes le terme qui en serait affecte'. 
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cherché d’une formule facile à retenir : c’est celle-ci,. » 

— - — = 1 -j- *-f- a* + z 3 + z *■, etc.... (10) (*). 



En effet , on peut écrire la fraction 



a-j-x 



de cette ma- 



niéré : 



-X 



“ (■+:). 



alors , pour obtenir le développement de 



1 x 
1 -J — 

a 



, il suffira 



de changer z en *— - dans la formule (îo) , et l’on aura 



donc 



• + î 



-tt CL CL % Û? ' * 






i + r 



i i x x* x* . 

x * ° U c-f-x a a? a 4 + etc *î 



par conséquent 
dx 



et, en intégrant chaque terme en particulier, on obtiendra 

/ • dx x x x , x? , „ , s 

— : — — r -f- =-, — etc. -f C. . .(il); 

a -f- x a 2 a* 3 a 3 v 



# (*) Cette formule ayant e'té trouvée par la division , on pourrait croire 
qu'il vaudrait mieux diviser de suite i par a ■+■ x j mais j’observe que 
lorsque la formule proposée esf gravée dans la mémoire , il est moins 
long d’en déduire divers développemens que de recommencer chaque 
fois le calcul. 
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«t, en observant que le premier membre de cette équation 
est une différentielle logarithmique , art. 272 , on aura 

log (a -f- x) = ^ “i ~h g~3 e tc. + C. . . (12). 



Pour déterminer la constante , nous remarquerons que 
lorsque x=o, cette écpiation se réduit à log a = o + C ; 
substituant cette valeur de C , l’équation (12) deviendra 

log(a4-x) = logc + ^ — ^,+ £3— etc. (*). 

285. Pour second exemple, cherchons à intégrer par le* 

séries ■ — : en écrivant ainsi cette différentielle 

1 ■+■ x ? 

X dx, il s’agira de trouver le développement de 



1 + x 
1 



— q-— . Pour cela, en comparant cette expression à 



(*) Observons qu’en déterminant ainsi la constante , on ne la regarde 
plus comme arbitraire, puisqu’on faisant 1 = 0, dans l’équation (ia), la 
constante est nécessairement égale au logarithme de a. LA où cette cons- 
tante a pris une valeur déterminée , c’est lorsqu’au lieu de nous 

J a + * 

avons mis log (a -f- x) : en effet, l’équation fil) nous montre que 

——est, eu général, la différentielle de C-+- — ~b etc. : or, la 

a + x a a a* 

JC JT* 

suite log a + -f- etc. , qui est le développement de log (a -f-x), 

est un cas particulier de la suite précédente : c’est celui où C =: log a. 

J "» dx 

— , c’est donc 
n -f- x 

comme si on eût choisi parmi toutes les suites qui sont l’intégrale de 

' dx ^ 

, celle où la constante est égale A lue. ri. 

ri-f-x’ s s 

Cette remarque pent s’appliquer aux autre* expressions que nous allons 

intégrer par les séries. 
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nous aurons z — — x 3 ; substituant cette valeur dans l’équa- 
tion ( io) , nous trouverons 



1 -f-x 



= 1 — x 3 4 -x* — x® -J- etc. ... (i 3 ) ; 



donc 



A 



dx 



X 1 X 5 X 7 _ 

x s - 4 - -g- — + etc< • • " + C, 



i+^ 3 

ou plutôt, article 278, 

arc (tang = x)=x — ^ + TJ 5 — “-4- etc - ^ 04 )* 

Quand x = o , l’arc devenant nul , on a C = o. 

a8S. Si la tangente est plus grande que l’unité , les termes 
de cette sérié allant en augmentant , on ne pourra donner 
une valeur approchée de l’arc -, dans ce cas , on obtiendra 

une série descendante : «n opérant ainsi, on fera x = 
dans l’équation (i 3 ) , ce qui la changera en 

1 1 ' 1 1 , 

~T 1 “ x 3 xi x* etC ’’ 

multipliant les deux termes du premier membre par x 3 , on 
aura 



x 3 



x 3 + 1 * x 3 x* 

divisant par x*, on obtiendra 



1 . 1 1 , 



x* + 






(*) On parviendrait diriciement an même résultat en divisant 1 par 
a* + 1. 



1 
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1 9 * 



donc 



/^T=/(? -à + i?” à + etc -) d * + C ■’ 

et , en effectuant l’intégration indiquée , 



arc (tang=x) = — ^+^5 — g^ + etc. +C (i5). 

Pour trouver la valeur de la constante, nous ne ferons pas 
x = o , car alors les termes du second membre de l’équa- 
tion (i5) deviendraient infinis; mais en faisant x=oo, 
l’expression arc (tang = x ) sera égale au quart de la circon- 
férence , et l’équation (16) deviendra A circonférence— o-\-C ; 
et en représentant par £ *■ le quart de la circonférence , 
l’équation (1 5 ) nous donnera 



arc (tang = *)=!» — ^ + ^-5^5+ etc. 



287. Pour intégrer par les séries 



77 = ^ =; = ( I ~ x ’)~ 3 dx » 

y 1 — x' 

w i_ 

on développera (1 — x a ) *, par la formule du binôme , de 
la manière suivante : on calculera d’abord les coefficiens da 
développement de (1 — x*)™, dans l’hypothèse de 7»— — 
en écrivant pour former ces coefficiens , . 



TU 1 771—2 771 — 3 

m, — — , —g , j-, etc. , 

et , en changeant 7n en — j , ces expressions deviendront 



2' 4’ ~-6 > 8’ etC * 

Multipliant successivement — ^ par — ^ , par — etc. , on 
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formera les coefliciens qu’on mettra à la place de A, de B; 
de C , etc . , dans cette équation 



(1 — x 1 ) *=i — Ax*+ Bx*— Cx 6 -+- etc. , 
ce qui donnera 

1 . 1 , , i 3 , . 1 3 5, , . , 

. — — =H — ~.r 6 + etc., 

[/ 1 — x* a a 4 346 

et en intégrant l’équation 

dx / 1 , 1 3 ,i 35 , * 

. =( iH — x*H — . - x* 4 - - . - . r . x 6 4 - etc. J dx, 

i/i— x» \ T â t »4 M*» / 

"\ t 

on trouvera 

, . . .ix 5 . 1 3 .x 5 1 3 5x> ~ 

arc(8in=x) = x+-^+-.--g+-.^.^--f-etc...(i6); 

nous ne mettons pas de constante , parce que lorsque x = 0, 

l’arc dont le sinus est x s’évanouit. 

388. Il y a (tes cas où, pour déterminer la valeur de la constante, on 
ne peut faire ni x = o, ni x =oo. Soit , par exemple, 

0 ' ’<!*=(*.)■* 



en posant 
et faisant 
on trouTe 



m — 1 m — 3 



, etc.. 



m=--, 



a’ 4’ 6’ 

d’où l’on conclut, comme dans l'art. 387, 

_dx 

1 /- 



etc.. 



cLr“ dr/ ï I,i3i.l3 5l, \ 

===r( ,+ 3-? + 3-4r4 + ï-4 ■o^ +etc -) 
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et en intégrant, on trouvera 

/ ’ dx . ri i 3 r i 3 5 I 

y/ x , , * 1 a ' ax* — a ' 4 4* 4 a ' $ ' Ô ' tu 6 rtC ' V 

d’une autre part , 

/ ' dx _ P dx ^ x 4 - V/x’ — i 

i/x 1 — i J i/x* — t x 



i J \/ x* — t x 4- 1/ 
(\~=. + dx 

= I = 

*/ X+ K X»— I 



4 - 1 / x* — i 

log (x 4 - l/x*~) 5 






donc 

Iog(x 4 - |/x»— i) = logx — I . — I . ? . ji- —etc.... (17K 

a ax® a 4 

Pour déterminer Inconstante, on ne fera pas x == 00 , puisqu’alor# 
log x deviendrait 00 ; d’une autre part , on n’egalera pas x A zéro , car les 

termes log x > ” • ~~ etc., deviendraient infinis; mais si l’on supposa 
<r = i, IVquation (15) deviendra 



ce qui donne 



it i3t t 3 5 1 . _ 

0 — ^ « • ~ “ • 7 • 7 . 7. 7 . s etc. 4 “ C s 

aa a44 a 4 b b 



:o, 



-, 1 1 , 1 3 1 

C =*-.*• 4- ■ 7 * 7 ' 

a a a 4 4 



1 3 5 1 



4- etc. 



a ’ 4 "S ’ 6 

289. La formule (16) peut servir à trouver une valeur 

approchée de la circonférence ; car en faisant x = - . elle 

a 

se réduit à 

aw(’«n=lV i + î -l- J !î4-ï.7.i.-+I - - i — 4. etc • 
V ij a a i a^a 4 5 ij (i 7 a» + ' 

or , le sinus qui a pour expression, - , étant égal à la moitié 

du côté de l’hexagone régulier, comme ce sinus répond à la 
douzième partie de la circonférence , nous aurons donc 

circon f 1 . 1 11 3 1 1 i 3 5 1 i 

~a' t V 3 V i " a‘ 4 ’ 5 ' a s ~ f ' ü-/-h ^-^ +etc ' 4 



1 a 



a 4 b' 7 <x\ 
i 3 
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et par conséquent 

_ /i.m'.iïi 1 1 3 5 1 îN . 

■circonf.zzizl - J— •5.11 — • "îH — • 1 + etc. , 

J \a * a 3 a J a 4 5 a 5 a 4 *> 7 a 7 / 

si l’on prend les dix premiers termes de la suite 



î.ix 1 , 

— I — . 5 . -j -f- etc. , 
a a 0 a 3 



o,5a35g877; 



on trouvera 
donc 

* circonférence = 6 (o, 5 a 35 g 877 ) =3, îfa 5gaS2 , 



.a 



valeur dans laquelle l’erreur ne porte que sur le dernier 
chiffre décimal. 

ago. Nous avons trouvé , art. 284, 

* lo s («+*) = Io ë aJ t-- a — S + fe*“ etc- 

Cette série étant peu convergente , faisons x~— x\ nous 
aurons 

l°g (a— x) — log a— j etc. ; 

retranchant cette équation de la précédente, cela nous 
donnera 

log(u + x)— log(a- x)=a + etc.), 

ou 

ag 1 . Pour déterminer , par exemple , par cette formule, le 
logarithme de a , on supposera 

fl-f-.T a 

a — x 1 ’ 
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Intégration éar lès sériés; 
et par conséquent 

a -f- x = 2 , a — x=i; 



t 9 5 



donc 



-,etc. ; 



à-~, X—~, " — g, ~ 

substituant, on aura . 

io S3 = 3 (j + 3-.i + g.^3 + «c.). 

En se bornant aux dix premiers termes de cette série, ré* 
duite en décimales, on déterminera la valeur du logarithme 
de 2 ; triplant ce logarithme, on aura celui de a 3 ou de 8. Si 
d’une autre part on calcule par la formule (î 8) le logarithme 

de et qu’on ajoute ce logarithme à celui de 8 , on aura 

le logarithme de ^ X 8 = log lo. On voit que par des pro- 
cédés analogues, la Formule (i8) donnerait tout autre lo- 
garithme ; mais il est à observer que ces logarithmes sont 
des logarithmes Népériens. Pour en déduire les logarithmes 
tabulaires, si nous représentons par L« le logarithme tabulaire 
d’un nombre a, nous aurons a = 10 ^“; prenant les loga- 
rithmes Népériens, cette équation nous donnera 

loga=log io La =Lalog io: 

, 9 . JA. _ màd 

et par conséquent 



La 



l02 



log ÎO ’ 

c'est-à-dire qu’un logarithme tabulaire d’un nombre est 
égal au logarithme NépériAi de ce nombre, divisé par le 
logarithme Népérien de io* 

ogo. On a trouve une sérié encore plus convergente que celle qui nous 
est donnée par la formule (18), pour déterminer un logarithme. Voici 
de quelle manière on peut la déduire de cette formule : 

i3. . 
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En divisant a -f- x par a — x , on trouve 
a + x 



ax 

= i H ; 

a — x a — x' 



représentons par - la fraction -■ ‘ ; on a l’équation 



a-l-x v 2-f-P_ 

a — x "** * 2 1 



et, en multipliant par a—x , il vient 



av vx 

a + x=a-x-l — — : 

2 2 



tous les x étant transposés dans le premier membre, on obtient 



, vx av • 

a* H — = — i 
2 2 

multipliant par z , on trouve 

asx -f- vx = av y 

et par conséquent , 

x v 

a az-t- v* 

substituant les valeurs de e t de — dans la formule (i8î, on a ce 
a—x a 

résultat 



'"<^)=<^ + 3i=Trr.+5 

et enfin , , 

105(2 + ^ log^ a (“h + 3RTTÏÏT+ + ctc ')‘ 



Par exemple , pour avoir le logarithme de a , on fera v = i , z — i , et 
par conséquent log 2 = 0 ; substituant ces valeurs dans la formule précé- 
dente , on obtiendra 

log a = a -f- 3 — ■+• — •+■ etc. 

Il faudra diviser ce logaritbr.e par le logarithme Népérien de io, 
art. agt , pour avoiç le logarithme tabulaire de a. 
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De la méthode des fractions rationnelles. 

ag3. Proposons-nous d’intégrer l’expression 



Px m -f- Qx m— 1 ... -h Rx -f- S 



P'o." -f Q'x"— . . . + R'x+S' d;C ’ 

dans laquelle le multiplicateur de dx est une fraction ra- 
tionnelle ; nous allons démontrer que dans l’expression 
donnée on peut toujours supposer que n surpasse m ; sur, 
si cela n’était pas, l’intégration pourrait être ramenée à 
celle d’une différentielle de même forme , dans laquelle 
la plus haute puissance de x du dénominateur surpasse- 
rait la plus haute puissance de x du numérateur; pour cela 
il suffirait d’effectuer la division comme dans l’exemple 
Buivant. 

Soit 

PxM-Qx*-f-Rx+S 
Q'x*+RV+S' ’ 

en divisant d’abord tous les termes par Q', on aura 

P , , Q , , R , S 

+ + q' x + y 



faisons 



. ,R' , S' 

x + 



— — P" 

<i' ' 



Q_ 

Q'~ 



Q"> 



« v 



Q, — R » 



S' 



- — «*• 
/ — ® y 



nous aurons 



W+QV+R'x + S' 
x’ + R-x+S* = 



« 
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On effectuera la division de la manière suivante :• 



PV+Q'^+R'^+S" |xN-R"x-f S*- 
— P'x 1 — R-P‘x a — P"S*x | ~ ~P"x + M ‘ . 

i* r reste. (Q" — R*P* )x a -+- (R" — P"S") x + S*; 

représentons par M et par N les coeffioiens de x* et de x K 



le. i er reste devient Mr 1 -f. Nx -f- S". 

S uite de la division — Mx* — MR'x — MS", 

« 

« second reste (N — MR* )x -f S" — MS"; 

on peut représenter ce dernier reste par Kx -f- L , et alors, 
on a 



PxM-Qx»4-Rx+S 



Q'x“-f-R'x+S' ^(P"x+M)dx+ 



(Kx-f-L) dx 
x*-fR*x+S* 1 



çt en intégrant, on obtient 



\ 



f 1 

v h 



’Px 3 +Qx» + Rx + S __ x' 
Q'x a -f-R'x + S' ÛX — a +J>13? 



(Kx -f- L) dx 
x^+R-x + S 3 



+ c ; 



SÎnsi la question est ramenée à intégrer 

(Kx -f- L)dr 

x* + r-^hTs 5 ' 

2.94- R résulte de ce qui précède que quelle que soit la- 
fraction rationnelle que l’on considère, son intégration peut- 
toujours etre ramenée, dans le cas le plus général, à. 
celle de 

- Px n -’4-Qx*- a ....4.Rx + S j 
P'x" + Q'x"- 1 . . . .-f-R'x-f-S' ' 

Çn regardant le dénominateur de cette fraction comme 



à 



Digitized by Google 




/ 



MÉTHODE DES FRACTIONS RATIONNELLES; ig^ 

Ife produit d’un nombre n de facteurs , tels que or — a, x — b , 
x — c, etc. , ces facteurs peuvent être réels ou imaginaires , 
égaux ou inégaux. 

Pour commencer par le cas le plus simple, nous I -s sup- 
poserons réels et inégaux, et alors nous opérerons comme 
dans les exemples suivans. 

: décom- 

posant le dénominateur en ses facteurs , on écrira 

adx • adx 

x 1 — a s (x — à) (x 4- à) 1 

et l’on supposera 

adx /A B 

(x — a) (x-f- a) \x — a x -f- a/ 

% 

A et B sont deux constantes qu’il s’agit de déterminer. Pour- 
oet effet , réduisant le second membre au même dénomi- 
nateur, on obtiendra 

adx (Ax + Aa + Bx — Ba)dx 

(x— a) (x-J-a) (x — a)(x-f-a) 

Supprimant le diviseur commun (x— a)-(x -f-o), et le fac- 
teur dx, il restera 

* 

a =Ax + Aa 4" — Ba . . . (ao) ; 

et , en ordonnant par rapport à x, on aura 
(A + B) x + (A — B — î) a = o. 

y * 

x ayant une valeur indéterminée , ainsi que le suppose (*) 



o(Üæ 

2g5. Proposons-nous d’abord d’intégrer — 



(*) En effet, la caractéristique d, qui procède x, annonce que x est. 
considéré comme variable. % 

* 



■J 

* 

1 



Digitized by Google 




400 CALCUL INTÉGRAL, 

la différentielle proposée, cette équation a lieu, quel quo 
soit a?; par conséquent, d’après la méthode des coefficiena 
indéterminés , on égalera séparément à zéro les coefficiena. 
des différentes puissances de x ; ou , ce qui revient au même , 
on égalera entre eux les termes qui, dans l’équation (20),. 
contiennent les mêmes puissances de x , et l’on aura 

• A B — o , (A— B — 1) a = o: 

) 1 
ces équations donnent 




En substituant ces valeurs dans l’équation (t 9), on aura 
. donc • 



«dx Adx 

x' — a*~~x — â' 



i d.r 



x 4r a 

* 

eten intégrant, on trouvera 

/ ’ adx ' 

= ï lo S ( x - «> — i log (x+a) + G, 
et par conséquent , 




ï+f+ c =i° s(~y+c. 



Pour second exemple , prenons la fraction — bx *dx- lea 
. a*x — .x 1 

facteurs du dénominateur sont.x et a*— x \ et commô 

— x 2 se décompose en (a— x)X (a-f-x>, les facteurs 
simples du dénominateur sontx, a — x, et a-f-x: doue 
1 expression à intégrer est a 



c 3 -f - bx 2 

x(a — x') (a -j-xj dx : 

* 

> 
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MÉTHODE DES FRACTIONS RATIONNELLES. SOI 



je fais 



a 3 -+-ix* 



’• . . (ai) j 



x(a — x)(a-f-x) x a — x a-f-x’ 
réduisant ces fractions au même dénominateur , il vient 
a 3 -f- bx* A a* — Ax'-\r Bax-4-Bx J + Cax—Cx* 



x(a — x) (a + x) 



x(a — x) (a -f- x) 



égalant entre eux les coefficiens des mêmes puissances de x , 
on aura 

B — A — Cxxb , Ba-4-Ca = o, A a* = a 3 . 

La dernière de ces équations nous donne A = a, ce qui 
réduit la première àB — C = a-^- b. 

Cette éguation étant combinée avec la seconde , on obtient 

B = 2+i, C=_i±i; 

» 2 e 

ipettant les valeurs de A, de B et de C , dans l’équation (ai), 
on trouve 

a 3 + 6x* , odx . a + b , a-\-b , 

■ — ! dx = — dx dx; 

nx — x 1 x ‘ 2 (a — x) 2 (a -f* x) 

donc, en intégrant, 



/ 



dx = a log x — ^ 1°S ( a — x ) (*) 



2 

(a + i) 



log(a+x) + C 



( * ) Pour prendre l’intcgwde de 
de o — x est — dx , il faut écrire 



a -f - b 
a( a — x) 









et l’on voit qoe l’intégrale sera — — ■ log [a — x) + C. 



7 



dx, comme la différentielle 
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= a log x — [log (a — x) 4- log (a -f- x)] -f C 

— a log x log (c — x)(a + x)<4-C 

s= a log x — ^ log (a* — x*) + C 

= a log x— (a-f* b) log \/ a* — x 1 -f- C._ 



3 X 5 

sgS. Pour troisième exemple , soit — - — » — —5 dx; 

j oc À — — bx+o 

Comme il s’agit d’abord de décomposer le dénominateup- 
«n facteurs du premier degré , nous remarquerons que si 
l'on a une équation de même forme , et représentée par 
z* — 6z + 8 — o , et qui soit satisfaite par les val^irs z — a- 
et z = 4 ', on sera en droit de conclure qu’elle équivaut au- 
pfoduit (z — a) (zj— 4 ) — o. Or, en effectua^ la multi- 
plication , on voit que quelque valeur que l’on attribue à 
z , le produit sera toujours z“ — 6z -j- 8 ; donc , ‘lorsqu’au, 
beu de z nous mettrons x , nous aurons encore 

(x — 2) (x — 4) = x*-— '6x-J- 8. 



Par conséquent*, quelle que soit la valeur du polynôme 
x‘ — 6x + 8, il peut se décomposer en facteurs copmie s’il- 
était égal à zéro. 

Ayant donc trouvé que les racines de l’équation.... 
x 3 — 6x -j- 8= o sont a et 4> nous écrirons 



3x — 5 



dx =s 



Adx 



x* — 6x -J- 8 x — a x — 4 " 

et en supprimant le facteur commun dx , ce que nous au-- 
rons toujours soin de faire à l’avenir, nous trouverons ,, 
après avoir réduit au même dénominatear, 

3x — 5 Ax — 4 A -f- Bx — sB _ 



Bdx 



(22), 



x J — > b'x 8 " 



6 x-f 8 
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MÉTHOBES DES FRACTIONS RATIONNELLES. 2o3 
égalant entre eux les coefliciens des mêmes puissances de x, 
on obtiendra ces équations de condition , 

_5=— 4A— aB, 3=A+B, 
d’où nous (itérons 

— 1 A 

A > A— % , 

mettant ces valeurs dans l’équation ( 22 ) , on trouvera 

r 3x — 5 1 r dx 7 r àx . 

J x* — 6x- f 8 âj x-2 r aJi-4 T 

= -log(x — 4) — ^ log(x — a) + C. 

297. Prenons encore pour exemple 
arcLr 

x'* -J- 4ax — 

égalant le dénominateur à zéro, et résolvant l’équation, on 
trouve 

x s -f ifix — É*=(x+2a+ {/ 4a 3 +è i ) (x-)-2a — 

Pour simplifier , représentons ce dernier produit par 
(x + K)(x+L); 
nous supposerons donc 

x A . B 

x‘4-4ax — ù 1 x -j- K x + L* 

réduisant le second membre au même dénominateur, nous, 
trouverons 

x Ai -J- AL -f- Bx -1- BK. 

x? -f- iflx — b* x* + t\ax — b*. ’ 

d’où l’on tire 

AL -f BK. = o, A + B = i, 
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par cqpsêquent 

a -JL_ b- ii— 

K— L’ K — h’ 

donc 

298» En général , soit 

Pr“" 4 - Qx m -* + Br + S , 

t x m +Q'x m -‘...+R / x + S' dr » 

une fraction rationnelle dans laquelle les facteurs du pre- 
mier degré du dénominateur sont supposés Inégaux ; oa 
résoudra d’abord l’équation 

x m 4-Q'x m -\ . . -f-R'x-l-S' = 0 ; 



et ayant trouvé quelle est le produit des facteurs x — or„ 
x — b , x — c, etc., on écrira 



Px m ~*-t-Q m ~‘..-+Rr+S _ A B C_ 

x m -f- Q'x™ - ‘....-f-R'x -f- S' x — a x — b x— -c • e *°* 



En réduisant au même dénominateur le second membre de 
cette équation, chaque terme du numérateur de l’une des 
fractions devra être multiplié paf le produit des dénomina,- 
teurs des autres, c’est-à-dire par un polynôme en x de 
l’ordre m — 1 ; donc le second membre de cette équation 
sera un polynôme composé de m termes. Il en résulte que 
si on égale entre eux les coefficiens des mêmes puissances 
de x, on aura m équations de condition pour déterminer 
les coefliciens A, B, C , etc. Ces coefficiens étant connus , 
«a n’aura plus qu’à intégrer une suite de termes tels que 



Adx 

Z. » 

X, CL 



Bdx 
aT— -6’ 



etc. ; 
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MÉTHODE DES FRACTIONS RATIONNELLES, 
l’intégrale cherchée sera donc 




V 



A log ( x — a) -f Blog (x — b) + etc. -f- C. 

Hÿÿ. La méthode qne nous ayons suivie, lorsque les ra- 
cines du dénominateur sont inégales , ne peut servir si parmi 
ces racines , que nous supposerons toujours réelles , il y en 
a d’égales. En effet, nous avons vu que, dans l'hypothèse 
des racines inégales, on pouvait écrire 



Px* -f- Qx 3 -f- Rx a -4- Sx -+- T 
(x — à) (x — b) (x — c) (x — d) (x — e) 




si plusieurs de ces racines étaient égales , si , par exemple ’ 
on avait a = b = c , l’équation précédente deviendrait 

Px< + etc. A-fB + C D E 

(x — a) 3 (x — d) (x — e) x — a ' x — d'x — e 

Alors , en réduisant le second membre au même dénomi- 
nateur , A -f- B + C pouvant être considérés comme une 
seule constante A' , on voit que les trois constantes A', D et 
E ne pourraient suffire pour établir les cinq équations de 
condition qu’on doit obtenir en égalant entre eux les coeffi- 
ciens des mêmes puissances de x. 

3oo. Pour éviter cet inconvénient, cherchons à décom- 
poser la fraction 

Px< -f- Qx 3 -f- etc. 

(x — a) 3 Çx — d) (x — e) 

en un autre assemblage de fractions , qui, réduites au même 
dénominateur , puissent la reproduire. 
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io6 

Supposons donc 

Px* + Qx 3 + etc. A+Bx+Cx* D Ë 

(x — o) 3 (x— d) (x — e) (x — «) J •x — d x — e* 

De cette manière , en réduisant le second membre de cette 
équation au même dénominateur , nous aurons un polynôme 
en x du quatrième degré , qui renfermera cinq constante» 
arbitraires -, ce qui suffira pour établir l’identité des termes 
affectés des mêmes puissances de x. Maintenant je vais dé- 
montrer que le terme 

A + Bx + Cx» 

(x — a) 3 

peut se mettre sous la forme 

A/ B' C 

(x — a y (x — a) 1 (x — a) * 



A', B', C', étant des constantes indéterminées. Pour le prou» 
ver , soit 

X— a — z\ 

on a 



donc 



x = z+a- 



A Bx + Cx 1 A -f- Ba -j- C a 1 -f- Bz-|- aCaz -f- Cx* 



(x— a) 3 



A "4“ Ba 4" Ca* B -4~ sa C 

: _ | - 



mettant la valeur de z dans cette équation , on obtiendra 

A 4- Bx -4- Cx 1 A4 - ® a "4 - C aI i B-f*aCa t C 

(x — a) 3 (x — a) 3 (x — a)» x — a’ 

résultat de la forme prescrite , puisque A', B', C' sont des 
constantes. 

Cette démonstration pouvant s’appliquer à une équation 
d’un degré plus élevé , concluons qu’en général , on peut 
supposer 






Digitized by Google 




MÉTHODE DES FRACTIONS RATIONNELLES/ 

Px"*- 1 + Qx m ~*. ..+ Rl + S 
(x— a)"' 

A , A' . A" .A» 



207 



;••• +, 



(x— âÿ'~ r (x— a) m - 1 1 (x — fl)”"*”' 1 (x — a) 

Il résulte de ce qui précède, que pour intégrer l’expression 
Px*- 4 -et«. 



on supposera 



(x — a) 6 (x — d ) (x — ej 
Px* + etc. 



dx. 



(x — a)‘ (x — d ) (x — e) 

A A' , A» D JE 

(x — ~af (x — a) 1 ' ' ' ' (x — a) ‘ (x-~ t 7 )‘(x — 1 



)’ 



réduisant ensuite les fractions au même dénominateur, on 
déterminera les constantes A, A',.... A“, D, E, etc., parla 
procédé que nous avons déjà employé , et l’on aura ensuite 
à trouver les intégrales des expressions suivantes : 

E , D , A* , A' , A , 

dx, jdr , dx, ; dx, . dx.’ 

~ — d x — a (x — a)* fx — 



x- 



(x — u) : 

Les trois premières s’intégrent par logarithmes ; à l’égard 
des deux autres , comme dx est la différentielle de l’expres- 
sion x — a, renfermée entre les parenthèses, nous suppose- 
rons (art. 270) x — a = z, et nous aurons 



1 A'dx 

[x—ay 

■A'dx 



donc enfin 

Pr 4 -f- Qx 3 •+- etc. 



*A'ds_ 


• 

: fA'z~*dz = — 


J _ 


A' 


Z % “ 


Z 


x — a 


’A"dz 


:f A’ z~ 3 àz — — 


Al — 


À" 


** 


22,* 


a(x-a) : 



fl 



A'. 



A* 



(x — a) J (x — d)(x — >e) x — a a(x — a)**"* 

•*••+• A" log (x— o) -f- D log (x — d) -f- E log (x — e) 
-f- constante. t 
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3oj . Prenons pour exemple la fraction * 

2 axdx 

' . (!+«)■’ 
nous aurons 

a ax _ A A' 

(x+a)* — (*;+c) 1 x + a’ 

réduisant le second membre au même dénominateur, et 
supprimant ce dénominateur commun, il reste 

2 ax = A -j- A'x + A 'a , 

d'où l’on déduira ces équations de condition 



2 a : 


= A', A 4“ A'a = o ; 


elles donnent 






A' 


= 2 a, A = 


— aa*; 


par conséquent 






aaxdx 


2 a’dx t 


2adx 


(x4-a) 1 — 


(x4-u) a + 


(x+a)’ 



(23). , 



Pour obtenir l’intégrale , remarquons que dx étant la dif- 
férentielle de x-4 -a, nous pouvons supposer x-\-a—z‘, 
donc 



fi 



2axdx ,ds , dz. 

— - — = — aa a — + 2a — 
(x4-o) , z* z 



intégrant la première fraction du second membre par la 
règle de l’article a6a, et l’autre par logarithmes , nous ob- 
tiendrons 



f 



29xdx na’ 

— haalogs+C; 

z 



Çx + a)* 
et en remettant la valeur de z , 



/ ’ 2 axdx 
(x -j- a)* 



+ aa log (a 4- x) 4- Cl. 



m 
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MÉTHODE DES FRACTIONS RATIONNELLES. 209 
3oa. Pour second exemple, cherchons l’intégrale de 

x°dx 

x 1 — <u* — a‘x -f- a?‘ 

en égalant à zéro le dénominateur , on voit que tous les 
termes se détruisent dans l’hypothèse de x = a ; donc 
l’équation x 3 — ax? — a\r-+-a 3 est divisible par x — a» 

En effectuant cette division, on trouve pour quotient x a — a“ ; 
ainsi la quantité à intégrer est 

x a d c x*dx 

(x* — a 1 ) (x — a) “ (x-f c) (x — a) (x— c) 

x*dr 

“(*_<,)•(*+„) ; ,, { 

Nous supposerons donc 

x* A A' , B 

(x — a)* (x-J-a) (x — a) a x — a x-4-a 

* • 

réduisant le second membre au même dénominateur, on 
obtient 

x* A (x -f- g) -f- A'(x*— a* ) -4- B(x — a)* 

(x — a) a (x-fa) (x-f-a)(x — a)* : * 

développant et égalant entre eux les coefficiens des mêmes 
puissances de x, on obtient ces équations de condition : 

A' + B = i, A — qBo = o, A a — A'a a -f-Ba a =o....(25). 

Si on multiplie la première par a*, et qu’on l’ajoute à la 
troisième , on aura 

A a -+- 2 Ba“ = a a ; 

celle-ci , à son tour , étant ajoutée à la seconde des équa- 
tions (a5) multipliée par a , on trouve 

e a = 2 A a et A = | a. 
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aïo calcul intégrai; 

mettant cette valeur de À dans la secoude des équations (a 6 ), 
on obtient 

B=Z, 

et par conséquent la première donne 




/ 




i 



t 3 
4 ~~ 4 " 



au moyen des valeurs de ces constantes , l’équation (24) » 
multipliée par dx , devient 



x’dr 



adx 



3 dx 



dx 



(x — a) 4 (x-f-a) 2 (x — a) J-r 4 ( j: — °) "^" 4 ( j: 4 “ a )* 

' ’ l 

adx 



Pour intégrer 



, , nous ferons x— a = z , et cette 



2(x — a) 3 

, . , adz az~* , . , 

expression deviendra = — — ds , et aura pour mte- 



m grale, art. 



az 



donc 

'fl 



x’dx 



(x — a y (x-f- a) 



2z aXx — a)' 



,+7log(x— a) 






2(x — a) ' 4 

-f* ^ log (x + a) + constante. 

4 



- 3 o 3 . On opérera de la même manière si, dans le déno- 
minateur, il y a plusieurs groupes de racines égales. Soit, 
par exemple , 

adx adx 

Ix^—Tÿ ~ (x — 0“(x + 5 

nous poserons ..i • ; . 



A' 



B 






(x — x)*C®+0* *-1 > 
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•t , en réduisant au même dénominateur , nous trou- 
verons 



a 

(x— iy (jc+i)* 

__ A (x-f- 1 ) a -f- A'(x- 1 j(x+ 1 ) a -f B ( x- 1 )»+ B'(x-f-i)(x- 1 )» 

(x-i)*(r+i)> » 

/ , 

supprimant les dénominateurs et développant les numéra- 
teurs , nous trouverons ces équations de condition : 



A' -f" B' = b , 

A + A' + B — B' = o, 

2 A — A'—sB — B' = o, 

A — A' -f- B -}- B' = a. 

La première de ces équation* réduit la troisième à 
Z A — aB=o, donc A = B; la seconde réduit la qua- 
trième à a A -f- aB = a\ de ces équations qn conclut. .. 

d 

A = -=B, par conséquent la quatrième devient 

® A- = a a ’> cette équation étant combinée avec la pre- 
mière , on trouve 

9 • 




Au moyen des valeurs de ce» constantes , la différentielle 
proposée devient 

i „ T _i . 4 ? dx , dx ~I 

4 L(® — O* "a* 4- 0“ x— i + x+7J' 

On intégrera les deux premières de ces expressions par les 
règles des articles 270 et 26a, et les autres par logarithmes, 
et l’on trouvera 



/ * «<hr I r l 

(x>— o» — 4" L x — 1 



X+ I 



- log (x— 1) + log (x-f-i)J-fC. 
l 4 - . 
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3 o 4. Avant qne d’examiner le cas où le dénominateur 
contient des racines imaginaires , faisons quelques obser- 
vations sur ces sortes de quantités : considérons d’abord 
l’équation 

x*+px+<j=o... (27), 



et cherchons les conditions nécessaires pour que les ra- 
cines de cette équation soient imaginaires : en résolvant 
cette équation on trouve 






La première condition nécessaire pour que cette va- 
leur de x soit imaginaire , est que le dernier terme de 
l’équation (27) soit positif; car, s’il était négatif, l’ex- 
pression — q , qui est sous le radical, changerait de signe, 
«t le radical n^affectant alors que des quantités positives , 
x ne pourrait être imaginaire. Cette condition étant rem- 
plie , x sera imaginaire , si q surpasse ^ p\ L’excès de 

4 

q sur - p * étant alors une quantité essentiellement positive , 

4 

représentons-le par fi 1 ,' puisqu'un carré est toujours positif : 
nous aurons 

/ 

faisons £==« pour éviter les fractions, cette équation de- 
viendra 

<7 = «» 4. z 3 ’; 

substituons ces valeurs de p et de q dans la proposée , nous 
trouverons 

x 3 -f- 2*x -f* <* a -f - = o. . . (28). 
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MÉTHODE DES FRACTIONS RATIONNELLES. 2l3 
Cette équation étant résolue , donne 

ses deux racines sont donc 

— » + fi\/— t et — * — -fi\/— i, 

ce qui montre que ces racines sont disposées par couples, 
de telle sorte que l’une étant connue , fait connaître l’autre 
en changeant le signe de la partie imaginaire. 

3o5. En général , une équation peut avoir plusieurs 
couples de racines imaginaires, et chaque couple donnera 
lieu 5 un facteur du second degré , de la forme 

x* -1- 2 *x + * a -4* fi * . . . (3o). 

3oG. Quelquefois les racines imaginaires sont égales , au 
signe près f c’est ce qui arrive lorsque « = o ; alors , l’une 
des racines est fi \/ — î et l’autre — fi l/ — i , et le fac- 
teur (3o), du second degré, se réduit à x* -f- fi *. • 

307 . Pour donner un exemple d’une équation dont les 
racines sont imaginaires, je prends l’équation 

x* — 6 cx -j- 10 a 1 = o ; 
en la résolvant , je trouve 

x = 3 s± l/ — o*=:3a±fl l/ — 1 : 

» 

comparant cette valeur de x avec l’équation (ag) , j’ai 
— « = 3a , fi = a ; ' 

• donc , dans le cas présent , l’équation *(3o) devient • 

x* — 6ax ga s -f- a*. 

3c8. Au reste , quand on a une équation telle que 
x“ 4 1 + ia=o. 



Digitized by Google 




a»4 ' CALCUL INTÉGRAL. 

dont les racines sont imaginaires (*) , on peut la comparer 
imjnédiatement à la formule (3o), et l’on a s* = 4, donc 
m* — 4 ; si l’on retranche 4 de î a , il reste 8 pour /3“, et 
l’équation proposée peut se mettre sous la forme 

x i +4x + 4-f8=o. 

Le terme 8 , à la vérité, n’est pas un carré parfait; mai* 
alors on le regarde comme celui de \/ 8. 

3og. Occupons-nous maintenant de l’intégration des frac- 
tions rationnelles dont les dénominateurs renferment, des 
facteurs imaginaires ; et , pour commencer par le cas le 
plus simple, considérons celui où il n’y a qu’une couple de 
racines imaginaires dans le dénominateur: supposons, par 
exemple, qu’après avoir décomposé le dénominateur en ses 
facteurs , on ait trouvé • 

P -f- Qx -j- Rx* -|- Sx 3 etc. , 

(x — a) (x — ù)....(x — h') (x’-J- 2*x 4* 4“ S‘) X ’ 

on égalera, comme. nous l’avons déjà fait, art. 3oo, cette 
fraction à cette suite de termes: 

Adx Bdx Hdx Mx-}-N 

x — a x — b'" ' x — h x* 4- 2«x 4 4* » 2 X> 

et ayant déterminé les constantes A, B.... H, M, N, par 
le procédé que nous avons* employé, tous ces termes, hors 
le dernier, s’intégreront par logarithmes; à l’égard de ce 
dernier , il s’intégrera de la manière suivante : 

On remarquera que x“4-2«r 4 - * 1 étant un carré parfait, 
le terme à intégrer peut s’écrire ainsi : 

Mx 4- N J 

3- dx. 

(x4-r-+-s a 

r 1 " ’ ~ 

(*) On le reconnaît lorsque les conditions de l'art. 3<4 sont remplies. 
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1 » # 

Et , en faisant x -f - * = z > il devient 

JVÏ z N — M<i , 

. —^PF—' dï; 

* ' s- 

et, en nommant P la partie constante N — M« , il se ré- 
duit à 



Mi -f- P 



dz ; 



s* G‘ 

cette expression se décompose en celles-ci : > m 

Mzdz Pdz 

♦ ■ zF+g* + z 1 + s*' . 

Pour intégrer la première, nous observerons que zdz étant 
la différentielle de z* -f- / 3 *, à an facteur constant près , 
on peut, art. 271 , supposer z s + / 3 1 =y > ce qui nous don- 
nera , en différenciant , 

, ày 
zdz = — ; 
a 

substituant ces valeurs , nous obtiendrons — % , dont 1 

sy : 

tégrale sera* 

“ Îog^ = ” log (z a + g*) = ?? log K* + * 0 *+ *1 

. . = ™log(x* + OMX + •* + g 1 ) 

sas M log (i a -}-2«x -f-« a + g*)* • 

= Mlog [/ ar'-i-SKX 



în- 



A l’égard de l’expression 



Pdz 



• , en divisant ses deux 



z a + g a 

termes par G *, elle peut se mettre sous cette forme : 

dz 

P g . 

f ’ 

F a + l 
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et l’on voit que son intégrale est 

N — M* 



P 

ë arc 



(tang=|^ = : 



arc 



(tan g 



donc, enfin, 



Mx + N 



dx 



* fl* + 2«X + « 3 -+.T» 

=Mlog \/ x a +a«x4 « 3 4C 2 +^-^arc(tang==~^^...(3i) 

3io. Prenons pour exemple la fraction dx : le 

dénominateur ayant x— -»i pour facteur, nous trouverons 
l’autrefacteur par la division , et la fraction proposée pourra 
se mettre sous la forme 



a ■+■ bx 



(x— 1) (x’-f x-f- 1) 



dx; 



x* + x -f* 1 étant le produit de deux facteurs imaginaires 
ainsi qu’on peut le reconnaître en résolvant l’équation 
x 3 -f- x -4 1 = o, nous écrirons 



a -f- bx . 



’Mx + N 



(x l) (x 3 ■+■ X-4 t) X— 1 ~ X*-J-X+ 1* • ■ 

réduisant au même dénominateur et opérant comme nous 
Tarons indiqué , nous trouverons 

4 a + b „ (a-M) w b— na 

A — =— , M — ’ 5 > ■N — 5 i 



nous décomposerons ensuite le facteur x 3 -\-x -\- 1 en fac- 
teurs simples , en le comparant à l’expression (3o), ce qui 
nous donnera 



2 « : 



, 3 +î 3 = i. 
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et par conséquént 

substituant ces valeurs et celles de M et de N , dans l’équa- 
tion (3i), qui nous donne la seconde partie de l’intégrale» 
et observant que la première est 



A 



Ad.r 



x— i 
nous trouverons 



O. 



/ Ca+Ax)dx_n+A, , , (a+ft. . 

x 3 — 1 — ~ 3 ~ lo S( r — O g— ; log \/ x'-f-x-f-i 



. (4— a) 

H ^ arc 

1/3 



I (*+-) 

L ---/1 



+ c. 



3i i . Lorsque la fraction aura dans son dénominateur des 
facteurs imaginaires égaux , elle contiendra un ou plusieurs 
facteurs du second degré, de la forme (x*4-2«x4« a -|-? a )r, 
suivant qu’elle renfermera *un ou plusieurs groupes de fac- 
teurs imaginaires égaux. Le facteur 

(x 1 -f 2 mx + «* + c*y. 

correspondra à cette suite de termes : 

H + K.r . H' -f- K'x 



(x* 4 2 «x + <* a + G *y (x* 4 - 2 *x 4 « a 4. G » y-* 



H" + K"x 






H,+K t x 



—•••(3a); 



(x'4-8«r + »4»‘) rl " ' x'*4-2«x4-« a + ; 
et ayant opéré de même pour les autres groupes de facteurs 
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égaux , on déterminera les constantes 



H, K, H', R', H", K*,.. . H,, K„ etc., 
comme précédemment. 

On multipliera ensuite par dx , et il ne s’agira pins que 
d’intégrer chaque terme séparément, ce que l’on pourra 
toujours faire lorsqu’on saura intégrer le premier terme de 
la suite ( 3 a) multiplié par dx, puisque tous les autres sont 
de même forme. Pour cet effet, nous écrirons ainsi ce 
terme : 

H-f-Kx 

[(x+.)* + C*]' dX; 
faisant x -}- # r= z, il deviendra 

H — K« 4 -Kz 
(C’-i-zy ds; 

et , en nommant M la partie constante H — K« , on aura à 
intégrer 

M + Kz j 
(£* + <>' 

Cette fraction pcuj se décompos* en ces deux-ci : 

Kzdz t Mds 

(£* + z*ÿ + (£* + z‘ÿ' 

Pour intégrer la première , comme zdz est la différentielle 
de à un facteur constant près , nous supposerons 

z* -f- £* —y, (art. 371), et nous aurons zdz = j dy ; substi- 
tuant, on obtiendra 




-z*)-^‘_i K 1 
» . i-p • 
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¥1 ... Mds 

Il nous reste a intégrer ^ + z* y’ 



219 



; , OU plutôt , 



Pour parvenir à cette intégrale, nous la déduirons de 
celle de /(£“ -f-z*ydz, de la manière suivante : 

En diminuant l’exposant p d’une unité , c’est diviser par 
par conséquent, en multipliant en même temps 
par la même quantité , nous aurons l’équation identique 

(£»+ 2 ,*)/-dz= (f-f-z,’/- 1 (f'-f z a ) àz-, 

et , en exécutant la multiplication indiquée dans le second 
membre , il viendra 

(ff a + z'ydz = ff a (C a + z a )?-'da + (C* + *»)r-' z ‘dz - 
intégrant , on aura 

/(£ a + zydz= f a /(ff ! ■+ »*y-*ds + J\Z'+ z*)^*2'dz. . .(34) . 

Des deux intégrales qui sont dans le second membre de 
cette équation , nous laisserons la première sous le signe 
qui l’indique ; à l’égard de la seconde , nous y applique- 
rons l’intégration par parties. Pour cela , en multipliant et 
en divisant par 2 l’expression (S“ -f- z' 4 y~ ‘z*dz, nous l’écri- 
rons ainsi : 

l (*• + a»y-22dz...(35); • 

alors (Ç a + z a )'’ — ’asd z sera la différentielle de ; — , 

p 

de sorte que l'expression (35) deviendra 



• Cl j 

2 p 



#* î 



en la comparant à la formule 

fuàv~uv — fvdu, 
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nous ferons 

z (£=-}- a »)p « 

u = -, v = - — -, 

a p 

et nous trouverons 

J a # ap J p a 

Substituant cette valeur à la place du dernier terme de 
l’équation (34) , et mettant les constantes en dehors du signe 
d’intégration , cette équation (34) deviendra 



+ - 
a 



/(î 3 + zydz= C s + z*)P-’d z 



transposant le dernier terme dans le premier membre-, et 
réduisant , on trouvera 

— ^ -- P -/tf'+z x ydz = | +S s /(C*4 -z^r-’dz; 

on tire de cette équation 

/( C.4.aOP->dz==-^(ff*+z;y+^/(C»+z«ydz; 

faisant p — î = — p , et par conséquent p— r — p, on a 
enfin 

f(S' + z')-?dz 

=-.ir 

* ' 

Au moyen de cette formule , on fera dépendre l'intégrale 
de (ff* -f- z 3 ) - Pd», d’une autre, dtfns laquelle la valeur 
numérique de l’exposant, au lieu d’étre p, sera moindre 
d’une unit® ; par la même formule, on fera dépendre ensuite 
l’intégrale de (C 3 + r > )-0’— Odz, de celle de *^dz. 
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ainsi de suite; de sorte qu’après chaque substitution , l’expo- 
sant de la partie intégrale diminuant d’une unité , il ne 
restera plus en dernier lieu qu’à intégrer l’expression 

(ff‘+*0- ,d *=j“î 

or nous avons vu , art. 277, que l’intégrale de cette expres- 
sion était 

^arc(tang = 0. 

On ne cherche pas à fairedépendrel’intégrale/Çff’-l-z 1 ) - *dz,' 
de celle de f(Z 2 -f- z a )°dz , quantité qui se réduit à z; car, 
si dans la formule ( 36 ) on faisait p = 1 , le terme 

ï * VT • - 

deviendrait infini. 

3 1 3 . Il résulte de cette théorie , que l’intégration de toute 

fraction rationnelle ne dépend que de ces trois sortes de * 

formules : 

1 •. /*"d t = _ 7 ; a -.y_=lo 5 Cx + «); 

3 "-/?qb=: arc ( ,aD8= ;) ; 

c’est pourquoi on dit que toute fraction rationnelle peut 
touiouts s’intégrer ou algébriquement, ou par logarithmes , 
ou par arcs de cercle, ou par le concours de ces moyens. 

3 14. Nous terminerons cette théorie par un exemple qui 
renferme tous les cas : soit donc la -fraction rationnelle 

Px B J 1 4- P".r in— “ -f- etc 

Rit' R". . .SS'..TTr...LU'... ùx> 

A .... 



\ 
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« dans laquelle on a 

£ = x — a, -J 

X > facteurs réel» inégaux ; 

S = (x-e)",ï 

S' — (a: — d )*, > facteurs réels égaux; 

T =x*-ln ! e*r 4-« l + CM 

T' = x' -f- 2*'jc-f- «'*-^5'*, > facteurs imaginaires inégaux; 

Ü^Cx’+a-^+V+C’y,-) 

[ facteurs imaginaires égaux; 

on supposera • 

Px n 4- Fx m — + PV^-f- etc. ABC 

RR'R^SS'TTTr. . . UU' . . . — x— a~*~x^l~*~ x— c 

««•••••••••••••••A* •••••••••••♦ 

E , E' , E* 

+ + (x — e) m ~‘ + (x — , + 6tC - 

F F' F" 

+ (i=7? + F-/)-' + F=?)“ ' • ' + 

• l 



’ . G -)- Hx K 4- Lx 

_l_ ! _i_ ! _i_etc 

x* -f- a*x 4- «“ -f* G * . x*-f- a *'x-f-«*' î -j-^’* 



M-fNx 

+ (*« 43 . / x+.;+C ( 7 

, P + Q* ‘ 
(xM-a-.x+V+C/)’ 



4 

1 » 



M' -f-N'x 

(x“+ 2 « x-h-z-K/y^" 

P' + Q' x 

(Æ‘+2«/-H;+î,r - 



+- etc. 
J-etc.; 
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et ayant réduit au même dénominateur, on opérera comme 
nous l’avons expliqué. 



De F intégration des fonctions irrationnelles. 

3i5. Lorsque dans une expression différentielle , qui con- 
tient des radicaux, on peut, à l’aide d’une transformation, 
faire évanouir les radicaux , l’intégration sera ramenée à 
celle des fractions rationnelles. 

On peut tou'ours faire évanouir les radicaux qui n’af- 
fectent que des quantités monômes : le procédé que l’on 
emploiera , pour y parvenir , sera le même que celui dont 
nous allons faire usage dans l’exemple suivant : 

Soit 



y/ x — 3or 

3 “ 

V^x — x 



dx, 



ou plutôt 




on réduira les exposans fractionnaires au même dénomina- 
teur , et ayant trouvé que le dénominateur commun est 6, 
on supposera x= a 6 , alors on aura 

_ 3 _ 

y/x = z 3 , J/æ = s‘, dx=6z 5 ds; 



substituant ces valeurs, on trouvera 



|/x — 3a , z? 
— = 

y/x — y/x 




z 6 — 3 az 3 
î — a 



d z: 



on intégrera cette expression par la méthode des fractions 
rationnelles, et on substituera ensuite dans l’intégrale la 
valeur ie z en x. 

3i6. Il n’en est pas de même lorsque le radical affecte un 
polynôme ; cependant on peut intégrer toute expression 



1 
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en x, qui renferme j/ A -f- Bx •+- Cx*, c’est-à-dire toute 
expression de la forme 

F(x, V^A-f-Bx 4- Cx a )dx. 

Il peut arriver deux cas : le terme Cx 2 sera positif ou néga- 
tif; s’il est positif, on écrira ainsi le radical, 

si ce terme est négatif, nous le regarderons comme le pro- 
duit de -f- C par — x*, et alors le radical pourra se mettre 
sous cette forme, 

vc \/i +!*-**; 

♦ .* . 
pour simplifier , faisons 




nous aurons donc à intégrer les deux expressions 

F(x, v/a-|- 6 x-f-x a )dx, F(x, \/ a -J- bx — x*) dx. 

Occupons-nous d’abord de la première. 

Notre but étant d’obtenir , par une transformation, les 
valeurs de x , de dx et de l/a -f- bx x 1 , en fonction 
rationnelle d’une nouvelle variable z, nous supposerons 

l/a 4- 6x -f- x* = z -f- x (*).. .(37), 
parce qu’en élevant au carré , les termes en x* se d^jpiisant, 

(*) On pourrait aussi égaler le radical k z — r , puisqu’on élevant le* 
deux membres au carré, les termes en x * s’évanouiraient également. 
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il nous restera entre z et x une équation du premier degré , 
de laquelle on pourra tirer les valeurs de x et de dx en 
fonction rationnelle de z. Elevant donc l’équation (37) au 
carré , et supprimant les termes en x 1 , on obtient 

a + bx = axs -f- a*. . . ( 38 ), 

d’où l’on tire 

au moyen de cette valeur, l’équation ( Zj ) devient 

y/u + bx + *’ = r — ^ + z ; 

ou , en réduisant au même dénominateur , 

y/ a- f- bx + x* = — ^ . . . (40). 

b — a* 

Il nous reste à déterminer dx en z : pour cela nous dilFé* 
rencierons l’équation ( 38 ) , et nous obtiendrons 

idx = nxda + nsdx + asd z , 

d’où nous tirerons 

(b — 2z)dx = a(x + z) dz j 

et si l’on élimine le radical entre l’équation (37) et l’équa- 
tion (40) , on aura 

_ . iz + a). 

x+z - — 

substituant cette valeur dans l’équation précédente , on 
trouvera 

(i — 2z)dx = — ^( a bz-\-a) ^ , 

b — az 

' i5 
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517. Prenons pour exemple 

dr 

- . • , 

• x A + B x -f- Cx a * 

nous écrirons ainsi cette expression : 

dx 

|/C X x V' a -j- bx -f- x* * 

A B . ‘ 

en faisant — =a et -= b. L’éqnation ( 40 > divisée par 

Téquation (40), nous donnera, après avoir réduit, • 

dx ada 

Vo+ix + x* ~~ b — 2a’ 

* ’ » . ' l ' ■ 

et , en divisant par l’équation ( 3 g) , on aura 

dx __ adz 

x \/ a -J- bx -f- x a z% — a ' 

multipliant les dénominateurs par [/C , cette équation de- 
viendra 

dx' J ' dx __ adz 

x[/Cy/ a-l-bj:-\-jç* x\/ A-f-Bx-f-Cx 4 (z 2 — a)|/C* 

fraction qui s’intégre par la méthode des fractions ration- 
nelles, puisqu’on peut regarder y/C comme une constante 
ordinaire. * . ‘•: ,t 

3 i 8. Pour second exemple , prenons dx y/ m* -f- x“ : en 
comparant le radical à celui dé la formule (4o) , nous avons 
a = m 1 , b s= o , et en mettant ces valeurs dans les équa- 
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lions (4o) et (40 , nous trouverons 



\/ m* 4- x a — 



z 1 -f- m a 
3 Z 



dx = 






2Z a 



dz- 



donc (jff) 

4z J 

Lorsqu’on aura intégré cette expression rationnelle, on y 
substituera la valeur de z en x. 



3ig. La méthode précédente ne peut être employée 
lorsque Cx a est négatif, car en opérant comme ci-dessus, 
on aurait 

\Za+Bx—Cx*=\/C y/£ + | x _ x . 

= [/C )/ a -\-bx — x\ 

Or, si nous supposions [/a -f- bx — x a = x-l~z l en éle- 
vant au carré les deux membres de cette équation , les termes 
en x a ne s’évanouiraient pas , et alors la valeur de x en z 
serait irrationnelle. Pouf traiter ce cas , nous remarquerons 
préliminairement que le polynôme a -f- bx — x*, est tou- 
jours décomposable en facteurs réels du premier degré (*). 

— ... * 

(■') Pour le démontrer , nous écrirons ainsi ce polynôme 



— (x* — bx — a), 

et nous trouverons les facteurs de x* — bx — a ,en égalant à zéro cette 
expression, ce qui nous donnera 




donc, par la propriété des équations 



* 



• x‘-bx-a=(x- h : -\/^+a^x-l + \/ b T +a') i 

et puisque ,' par hypothèse , a représente une quantité positive , les fac- 
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Soient et et * les racines de l’équation x* — bx—- c = o ; 
nous aurons , d’après la propriété des équations , 

x® — bx — a = (x — «) (x — «'), 
et par conséquent, en changeant les signes 
c -f- bx — x“ = — (x — <*) (x — *') = (x — *) (<*' — x); 
substituant cette valeur dans le radical , nous supposerons 
l/(x— *) 0' — x) = (x — a) z... (4a) ; 

■cette équation élevée au carré , nous donne 

(x — «) (*' — x) = (x — et)* Z* } 
et, en supprimant le facteur commun , on a 
a.' — x = (x — «)s“. . . (43) -, 

d’où l'on tire 



donc 



*' + «z,® 



s® + t 

et, -en réduisant au même dénominateur. 



Z.® -}- 1 



• ■( 44 ); 



cette valeur étant mise dans le second membre de l’équa- 
tion (4a) , on obtient 



*/(* - «) (« -*) = z. . .(45). 



leur» qui composent ce produit ne peuvent être, imaginaires. Au reste, 
sans résoudre l’équation jr* — bx — <t-= o , on peut conclure , d’après le 
signe de son dernier terme, art. 3o4, qu’elle a scs racines réelles. 



t 
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A l'égard de dx , il suffit de différencier l’équatipa (44) 
pour en obtenir la valeur en z , et nous trouverons 

2 (*' — «0 . 



dx =■ 



[zàz ...( 46 ). 



i?+ 0 ‘ 

3ao. Appliquons ce procédé à l’exemple 
dx 



)/ a -\-bx — x 1 

nous diviserons l’équation ( 46 ) par l’équation (45) , et noua 



aurons 



dx 



— »)z 



[/ a -f-bx — x : 
donc 

dx 

[/a -j- b'x 



c**+o > 



dz = — 



ndz 

z a +7 



z^-f - 1 

f / ■ t — = = ~ 2 arcs ( tan ë = z ) + c * 

J y a + bx — x* 



ou , en remettant la valeur de z , donnée par l’équation ( 42 ) 

/ dx / l/ (x — «)(«' — x)\ 

x_ ' x= r= C — * 2 arcs ( tang = — — ] 

ÿ a -f- bx — x* V x — * / 

= C — 2 arcs (tang = \J 

3ni. Prenons encore pour exemple dr \/ aux — x*: en 
comparant ce radical à celui de l’équation (4 2 ), nous aurons 
« = o , *' = au , et les équations (45) et (46) deviennent 

d *=— (jrxTÿ'k; 

ces équations multipliées l’une par l’autre, nous donnent 

, 8a*z*dz 

V (z 1 + l ) 3 ' ’ . 
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expression qui s’intégre par la méthode des fractions ra- 
tionnelles'. 

De l’intégration des différentielles binômes. 

♦ 

5aa. Nous avons vu qu’un ni 03 ‘en très fécond pour inté- 
grer des fonctions qui contiennent des radicaux , était de 
transformer ces fonctions en d’autres rationnelles, pour pou- 
voir y appliquer la méthode des fractions rationnelles. 

La difficulté est de trouver la transformation qui peut 
être employée pour chaque cas; nous avons indiqué celle 
qui convient lorsque les radicaux ne sont que des trinômes, 
dans lesquels la variable ne surpasse pas le second degré ; 
ces sortes d’expressions étant très fréquentes dans l’Analyse , 
il était utile de faire connaître la transformation propre à 
les rendre rationnelles. Nous avons aussi donné un procédé 
général pour rendre rationnelles les fonctions qui ne con- 
tiennent que des monomes élevés à des puissances fraction- 
naires; nous allons examiner maintenant si, à l’aide d’une 
transformation , on peut rendre rationnelles les expressions 
binômes qui sont affectées d’exposans fractionnaires. 

3s3. La formule générale des expressions binômes est 

i. x*~' ( a -4- bx n ydx (*). 

• - . . _ I » . 

(*) L’expression binôme Ar' -i- Bx* étant un cas particulier de 
celle-ci , ( Ar r -4- c’est A cette dernière formule que nous rappor- 

terons lés différentielles binômes ; nous pourrons lVcrire ainsi : 

[ x' (A + Bar*-’ 1 )}/’ = x'P (A + B**— 
et , en faisant s — ri= n , rp= m — i , elle deviendra 
• '■ ■ « ar"- 1 * (A +Bt*)!’. 

On a prc'féré remplacer rp par m — i , plutôt que par m , parce que tes 
conditions d’integrubiiiti! seront plus faciles à exprimer, comme nous le 
verrons. 
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Si p est un nombre entier, cette formule s'intégrera par 

l’art. aSg ; mais lorsque p sera égal à la fraction ^ nous 
aurons 

£ 

x m ~ 1 (a -J- bx n )ï dr. . . (47). 

Pour rendre cette expression rationnelle, nous feron* 
a + bx n — zi . . . ( 48 ) , 

ou , ce qui revient au même , • * 

(a + bx a )i = z y 

et par conséquent 

(a -f bx n Y = zf\ . .( 4 g). 

J 

L’équation (48) étant différenciée, nous donn» 
bnx "~' dx = qzi~'dz . . . ( 5 o) ; 
la même équation (48) étant résolue par rapport à x ÿ 



on a 



*=(rrf; 



donc , en élevant les deux membres de cette équation à la 
puissance m , on obtient 






différenciant les deux membres , mettant les constantes en. 
dehors , et divisant par m , on trouve 

> 

^'d x =^(-~r t ) a a ’ r,tk '* 
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s3a CALCÜL intégral; 

substituant, dans l’équation (47), cette valeur ainsi que celle 

2 , 

de (a -f- bx n )*", donnée par l’équation (4g) , on a enfin 




zr+P-'ds. (5i). 



Cette expression est rationnelle lorsque — est un nombre 

entier positif ; car alors ^ ^ est élevé à une puissance 

entière , et l’on peut réduire l’expression (5i) à un nombre 
limité de monomes , qui peuvent s’intégrer chacun par l’ar- 
ticle 26a ou par l’art 268. Si — est un nombre entier né- 
r n 

gatif, l’expression (5 1 ) devenant aussi rationnelle, on peut 
l’intégrer par la méthode des fractions rationnelles. 

3a4< Prenons pour exemple l’expression 

x 5 (a + 6x a ) 3 dx. 

Dans ce cas , nous aurons 

p — a, <7 = 3 , 771 — 1 = 5 , ou 771=6, n=a; 



par conséquent la condition d’intégrabilité est satisfaite. 
Substituant ces valeurs dans l’expression (5i), nons aurons 
à intégrer 



3 . . .. 8z w 3 a ,, 3a 1 

(z 3 — a)V dz = ^ T dz-^dz-h^ 3 z<dz; 



2 b 3 



b 3 



donc 



r s , , , , 3z'* 3ez* 3fl“z 5 „ 

/**<«+!*■) dx = -- p _ 7 -+_j J + C; 

on substituera ensuite dans ce résultat la valeur de z en x. 
3a5. Pour obtenir une autre condition d’intégrabilité. 



\ 
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INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES BINOMES. s53 
écrivons l’expression ( 47 ) de la manière suivante : 



et , en élevant les facteurs du produit + b^ x B , à la 



puissance — , nous aurons 



n S . r - 

x m ~'x ’ f -f- by — x q (ax~ m -f- b) dx. 



Or, d’après la démonstration précédente, il faut, pour que 
cette quantité soit intégrable, qu’on ait 



171 -f- 



ÜE 

— = nombre entier , 



ou , en exécutant la division indiquée , 

— - 4 - - nombre entier . 
n q 

3a6. Prenons pour exemple l’expressio* X*dxy/ a -J- bx 3 . 
En écrivant ainsi cette expression , , • 



x 5-1 (a + éx 3 ) 3 dx , 



on a 



m — b, n—3 , p= î, q — 3, 
par conséquent 

m , p 5,i 

*+îj = 3 + 3= aj 



donc cette quantité est intégrable. Dans ce cas, on aura 
(art. 3a5) , 

' x 5 ” 1 (a -f- 6 x 3 ) ï dx=x 5 ^’ , ^3 + b^xàxi 
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et en réunissant les exposans de x, cette expression de- 
viendra 

x 5 (ax~ 3 + bfdx. . . (52) ; 
faisant ax ~ 3 -f ■ b — z 3 , nous trouverons 

(ax~ 3 -f- bÿ — z, x~ 3 r 

ou 

la dernière de ces équations nous donne 
, a 

X — — ; , 

2 .’— 6 ’ 



d’où l’on tire, par la différenciation, 

az'dz 



a dr : 



W-by’ 

multipliant entre elles ces deux dernières équations, on a 

a a 2 *dz 



ardx — • 



I 



(z 3 — bf* 



cette valeur de x*dx , et celle de (ax~ 3 -f- b) 3 étant substi- 
tuées dans l’expression (5a) , on trouve enfin 

- x*(ax~ 3 + bÿ àx = - , 



expression qui est intégrable par la méthode des Fractions 
rationnelles. ( ; ■ 

Des formules de réduction des différentielles binômes. 

327. Lorsque l’e'quation x m -'i\or(n +bx')r ne satisfait pas aux condi- 
tions il'intcgrabiliu que nous venons de prescrire, on peut y appliquer 
l’uitcgratifin par parties , de la manière suivante 
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FORMULES DE RÉDUCTION DES DIFFÊR. BINOMES. 235 
En comparant la formule fx m -'àx{a + bx n )r, au premier membre de 
l'equation 

fiu\v = u? — fvdu, 

nous supposerons 

(a *4-bx n )P-=u t x m ~*âx — df* : donc i/==— ; 
v ' rn 

et nous aurons, en mettant les constantes en dehors du signe d’inte- 
gration , 

pnb 

f x m -'Ax(a+bx , )es={a+bx n y~ — / x m [a-+bx$r-' x*~'<ix , 

ou , en réunissant les exposans <lc x , • 

f x‘* m 'dx(a-1-lx m )r=(a-\-bx m )l’~~ x m + n ~' (a+bx n )P-' dx...(53) ; 

«l’une autre part, on a l’équation identique 

(a + Ai*)f=((i -f- bx’)P~’(a'-hbx’), 
et , en exécutant la multiplication indiquée , cette équation donne 
(a ■4-bx n )T=za(a + bx , )r-' -4- bx n (a -h bx")r~’ j * 
multipliant les deux membres par xa’-'dar, on trouve 

fx m ~ 'Ax(a-^-bx n y—afx ,, ~ 'd:r(<i-f-iar”y — '+bfx m + , ~ * dx(a-t-bx*)r— '....(54). 
Au moyen de cette équation , on peut éliminer le dernier terme de l’équa- 
tion (53) ; car si on multiplie l’cquation (54) par — , et qu’on l’ajoute à 
l’équation (53), on trouvera 

x m -’dx(a-t-bx''y—(a-}-bx m y — -î-——fx m — 1 dx(a-i-bx m )l‘- , i 

multipliant par m et divisant ensuite par le facteur constant du premier 
membre, on obtiendra 

f x m ~'dx(a+bx n )f=y-— (a-i-bx n )P-i- ^" a ~ fx m ~' àx(a-i- bx*)r~ ‘...(55). 

1 (m-hpn) ' m-+-pn 

Par cette formule on pourra donc faire dépendre l’intégrale de... 
tr"-'dr(a •+■ bx m )f , d’une autre dans laquelle l’exposant qni affecte laf 
parenthèse sera moindre d’une unité. • 

Si dans cette formule on met ensuite p — 1 5 la place de p, l’intégrais 



Digitized by Google 




236 CALCUL intégral; 

de x—'Ax(a+hx*y-' dépendra de Celle de 'dx(a 4 . bx*y-* ; par 

im meme procédé, celle-ci, à son tour, dépendra de celle de.’ 

a-" 'dar(a-f- etainsidesuite : de sorte que l'exposant de la paren- 
thèse sera successivement p, p - , , p - a, p_ 3 ..., p-„. ( Par nou , 

leprcsemonsle plus grand nombre entier contenu dans p que nous suppo- 
sons fractionnaire. Si l’on peut obtenir l’intégrale de x"*-’d.r(/i 4 A;r»)?-" 
on aura celle où l’exposant de a + bx' est plus fort d’une unité, et 
ams. de suite, jusqu’à l’intégrale de *— 'dx(u 4 bx’.P, qu’on obtieudra 
de cette manière, en un nombre limité de termes algébriques. 

3a 7 . Si p étaifrnégatif , l’équation (55) donnerait 

Cr — . d Xt» + h — a m (o+bx-y+{m-hpn)f r»-> d r(rr-4- h r • > _ 

pria ’ 

faisant p — 1 = p , on aurait 



fx*‘- t dx(a±bx*'r— J m ('i | 4Aj |, ^~*- , 4[»n4 (p4i)nl rx m -'t\x(rt-4-bx*)r+< 

(P-hTÿiïi -f 56 '; 

formule dans laquelle, si l’on fait p négatif, l’intégrale proposée dépendra 
d une autre dans laquelle l’exposant de lu parenthèse sera plus piès de zéro 
d’une^unité. 

3a8. On peut aussi diminuer l’exposant dex, hors de la parenthèse. 
Pour cet effet, on égalera cotre eux les seconds membres des équa-r 
lions (53) et (54), vu que les premiers sont égaux, ce qui donnera 

( a 4 bx n y - P— f a’»+»-i( a -g, bx-y-'dx 

= a/ar"-'dr(o 4 . 6 x’y—+ bfx’*+’'-'dx(a 4 bx")r-' t 
d’où l’on tirera 



(a+i x *)^’<lx=(a+bx'y~ —afx"- *djr(a46x-)(,- , > 
et par conse'quent 

$ r _ f.n+br-yx-—maf z — ■ dx{a-hbx'y ~ ■ 
b{m -f- pn) * 

faisons = - i-ss; p ; celte équation deviendra 

fx»-/Ax(a+bx-y= àx(a+bx’y 

b[m 4 pn) 

Au moyen de cette formule , l’intégrale dépendra d’une antre dans la- 



V 
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FORMULES DE RÉDUCTION DES DIFFÉR. BINOMES.» 1Z7 
quelle la partie x m ~' , hors de la parenthèse, deviendra *■-»-» ; cette 
seconde intégrale dépendra à son tour d’une troisième , dans laquelle la 
partie hors de la parenthèse, sera nt — an — 1 : en continuant ainsi , les 
exposans de x hors de la parenthèse seront successivement m — I , 
Tn — n — t, m — an — 1, m — 3 n — 1... m — rn — 1. (Par rn , on 
entend le plus grand multiple renferme' dans m.) 

A la dernière de ces opc'rations , l’exposant de x hors de la parenthèse , 
"dans le second membre de l’équation de réduction , sera donc m — rn — 1 ; 
par conséquent x, dans le premier membre de cette éqnation, aura 
pour exposant m — (r — 1) n — I : ainsi , en faisant m = m — (r — I ) », 
dans la formnle (57), et en représentant par X la partie intégrée, cette* 
formule noue donnera 






_ X — (m — rn) a f x m ~ r ’~'ix(a-\ -bx’)f 
4 [m — (r — i)n-jrpn] 






Si rn est égal è nt, le coefficient m — rn est xéro, ce qni fait évanouir, 
dans le second membre de l’équation précédente, la partie affectée du 
signe d’intégration , et il reste 



/ 0*- , dj:(a-t-i>ar*)f = , — 

4 n(t +p) 



Cette intégrale étant déterminée exactement , toutes les autres le sont h 
leur tour, par conséquent la formule proposée est alors intégrable. 

3 ag. Nous avons supposé que m était positif dans la formule (57) qui 
diminue l’exposant hors delà parenthèse; ponr avoir celle qui convient au 
cas où m serait négatif, nous tirerons de la formule (57), 



^ , . , -v. (a+bx*)r+'x"—-b(nH-np)fx'—'àx(a-bbx*)r . 

/x— « 'd x(a+bx*)r ^T-^ja » 

faisant m — n—m, on aura 

r , , , , {a+bx')r+'x r "—b[m+n+np)fx m +— , àx(a+bx''}r 

fx—'àx(a+bx-y='- L i i — .(5(j). 



Au moyen de cette formule, quand l’exposant hors de la parenthèse est 
négatif, l’intégrale dépend d’une autre , dans laquelle la valeur de cet 
exposant est moindre de n unités; car l’exposant de x, hors de la pa- 
renthèse, dans le second membre de l’équation ( 5 g) , étant m -h n — t , 
si l’on remplacer» par sa valeur négative, que nous représenterons par 
n»', cet exposant deviendra — (m' — n) — I , tandis que celui de x , hors 
de la parenthèse, dans le premier membre, sera — ru' — 1 ; et eu ne cou- 



% 
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sidérant que les valeurs munériqoes de ces exposans , il est certain que 

n \ — i surpassera — m! — T , de « unités. 

33o. Pourdonner une application de ces formules , soit 
^ • ar"dx 

t 

J’écris ainsi cette expression : x“dx(i — x 3 ) ’j et en la comparant ï 
celle-ci , x»»-‘dx(a -t-6x»)P, j’aurai 

i 

» m — ^—m, ou m = m -4- I , a — l, l = — I , n = 3, P — "* 



L’exposant de la parenthèse ayant une valeur numérique moindre que 
l’unité, nou6 chercherons h diminuer l’exposant qui est hors de la pa- 
renthèse, et, en conséquence, nous substituerons les valeurs précédentes 
dans la formule (5?) , ce qui la changera en celle-ci : 



/x"dx( 



=— x"*- 1 — — - — f — -/x~-’dx(r— x>)” 

' m ni 



1/ | —X» 



x m “* \/ 1 — ■ 



m — 



t P x"* — *dx , 



Si l’on fait successivement 
m—m — a, on a 



/ x^-’d x 

ï 






m — 1 m 



i— 4 d.r 
y/i — x* 



1—3 r.r"-*dx 
i— v V i — x"> ’ 
5 y/ 1 — x 3 m — 5 /"V" 3- 6 dx 
ri — 4 m —\J 



W=TO - 4 

^V"“ 6 flx j-Vl-r’ , m— 7 x . 

‘Jv^~ m-=6~— h m-6j y/ïZT.’ 

ainsi de suite. _ , 

f*x m -’dx 

La première de ces équations nous donnera la valeur de J rr . : , 



- l^t 

qu’on mettra dans l’équation (do), et Ton trouvera 

/»x-dx ,/ — -rx'"-‘ W-I3»->1 ?»- 1 m 3 A r-~<Ar ; 

_/ y/”-; ’V»-- 1 |_ nt m— aj + m m—ij y/,—*»’ 

on suhititucra ensuite successivement, dans ce résultat, les valeurs de 

/\i~-<dx , P x m “ 6 dx 

/ — et de / etc. ; 

J y i— x* y V' 1 *-*’ 
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si m est ud iiumbn- entier pair , la dernière intégrale que l’on obtiendra 
écra 

dr 



f\ 



i/r=T: 



: = arc (sin = x); 



si m est nn nombre entier impair, cette dernière intégrale sera 

xix 



S i 



V\ — x' 

et comme alors xdx est la différentielle de x*, S un facteur constantprès, 
nous ferons i — X* =z, ce^qui nous donnera 



VMzW =-v/x-=-t/r=7r 
J {/i-x* J 3 v* J 3 

La dernière intégrale étant trouvée, il en résulte que lorsque m sera un 
nombre entier, la formule pourra toujours s’intégrer. 

33 1 . Prenons encore pour exemple — " : en écrivant ainsi 



cette expression 



* [/l — : 



x~ m (i — x*)~*dx, 



on la comparera à la formule (5q) pour diminuer l’exposant hors de Ia 
parenthèse , et l’on aura t 

, i 

m — r — — m, a— i, b = — i, n = 3, p= — - j 

au moyen de ces valeurs , la formule (5g) deviendra 

/*--dx(.-**f l =- 

ou plutôt 

f* àx _ V~— *' . m ~ 3 r àx 

m — ij — *»* 

Si m est un nombre pair, par exemple 8, l’intcgrale de • 



S..(6t). 



dj- 



dépendra de celle de • 



dx 



sy/t — s 



r j celle-ci, en vertu de la même formule , 



dx 



dépendra à son tour de celle de — — > jusqu’à m — a ; dans ce 

1 x^i—x' 



Digitized by Google 




a^O CALCUL INTEGRAL, 

dernier cas, la formule (6x) donnera 

dx [/ 1 — i* 



f: 



f-C; 



X* \/ 1 X* 

de sorte que , par des substitutions successives , on obtient l'intégrale 
lorsque m est pair. 

Dans le cas où m est impair , par exemple 7 , en mettant successi- 
vement dans la formule (61) à la place de m, les valeurs 7,5*3, on na 

TJl — — 2 

pourra s’arrêter à m ±= 1 ; car , dans cette hypothèse , le coefficient 

de la seconde intégrale deviendrait — - = — # oo ; ainsi , la plus petite va- 
leur que l’on pourra donner 11 x, sera x = 3 . Dans cette hypothèse , la 
formule (61) deviendra 1 

r dx y/i — x» + 1 p dx 

2a * Vx^?’ 

Pour inte'grer l’expression — 7=-= » nous ferons x = - , ce qui nous 
xy 1— ** * 

donnera 

, dz ./ l/s’ — 1 

dx=— — , et |/« — x*= , 

et par conséquent 



dx 



dz 



x^/, — x* V'î 1 — 1 
nous avons trouve, art. a 33 , page iq 3 , 

t==. = log (x -f- Oi 

y x* — 1 

donc, crf changeant x en z , nous aurons 



Si 



f- 



— == = — (log *4- — Oi 

^ a* — 1 



remettant pour s sa valeur - , on aura 



/ïp-'fe'-'+lVi-.V C=-,o t (i±i5S) + C. 
dr 

Ainsi la formule peut s’intégrer, soit qu’on prenne m pair 

X m Y l — X» 

ou impair. 
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De V intégration des quantités qui renferment des 
sinus et des cosinus. 

33a. L’intégration des quantités qui renferment des sinus 
et des cosinus dépendant de la possibilité de développer 
cos’x, cos 3 a;, cos^x, ett. , en fonction des expressions 
cosx, cosax, cos3x, etc., nous allons démontrer prélimi- 
nairement comment on peut yparveniç parla seule Trigono- 
métrie ( note troisième). 

Si dans la formule * 

cos (a + à) = cos a cos ô — sin a sin 6. . . (Sa) , 
on fait a = 6, on aura 

cos aa = cos* a — sin *a = cos *a — (î — cos’ a) 

• s= a cos* a — î ; 

on tire de là 

cos* a = £-}-* cos aa; . , 

multipliant cette équation par cos a , elle devient 

cos 5 a = icosa + 3 cos a. cos aa. ..(63)» 1 

Or, si à l’équation' (Sa) on ajoute celle-ci : f 

• • • . ‘ ; , r 

cos (b — a) = cos a cos b -f- sin a sin b , 
on obtiendra . / 

* cos a cos b s= A cos ( a+b) + ï cos (b — a); 

’ J ’ . . 

faisant b = aa , on aura 

cos a cos a a = j cos 3a -f - } cos a ; 

éliminant cos a cos sa , entre cette équation et l’équation (63), 
on trouvera 

cos 3 crt=^ cosa + i cos3a. J ’ . ■ ■ 

On calculerait par le même procédé les puissances supé- 
rieures de cos a. 
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333. Cela posé, lorsqu’on aura à intégrer l’expression 
cos m xar , dans laquelle m est un nombre entier, on mettra 
pour cos”x , son développement qui , d’après ce qui pré- 
cède , ne contiendra que des termes pris dans cette suite : 

' constante, cosx, cosax , cos Sx, cos , etc. , 

1 » i * , ' 

de sorte que tout se réduit à savoir intégrer un terme de la 
forme cos mxdx. 

Pour cet effet , nous remarquerons que si dans l’équation 
d sin s = cos z. ds , 
on fait , on aura 



donc 



d sinmx = cos mx.mdx; 

V > — i* — ■'.'■■> • * >. 

sin mx 



' f cos mxdx: 
s même que 
f sin mxdx = 



Ç)n trouverait de même que 

3 :. ■! / 



m 



cos mx 






m 



Prenons pour exemple cos*x.dx : mettant pour cos’x sa 
valeur i -J- 4 cos ax, nous aurons 

« •"< *>•• ' - • 

CC 

f cos 3 xdx = /(î -f- 1 cos ax)dx = - -f- \ qin ax <4" C. 



334- Si l’on voulait intégrer sin m xdx, on procéderait 
d’une manière analogue ; ou bien, en représentant par z 
l’arc complément de çe , on aurait - , 



x — %x — z et dx=— dz, sinx = cosz; 

on changerait donc la formule sin^x.dx , en celle-ci : 
- — cos m zdz , et l’on intégrerait comme ci-dessus. 

335. Prenons le cas plus général sia m x cos"xdx ; si m est 



✓ 
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INTÉGRATION DES FONCTIONS DE SIN. ET DECOS. S^Z 
pair on fera m = a m', et l’on aura à intégrer 

8in ,m 'x cos*xdx = (i — cos*x)*' cos B xdx. 

On développera (i — cos 1 #)” 1 ', et en multipliant par cos"xdx, 
on obtiendra une suite de termes , chacun de la forme 
cos‘xdx, et l’on intégrera comme ct-dessus. Si m est impair, 
on fera m — am' ■+• i , et l’on aura 

sin^x cos*xdx — sin am 'x cos"x sinxdx 

= (i — cos a x) m ' cos"x X — d cos x ; 

faisant cosx =z, on changera cette expression en 



— (i — z*) m 'z n dz; 

m' et n étant par hypothèse des entiers , on développera 
«t on intégrera. 

336. Pour appliquer ce procédé aux expressions 

cos"xdx sin"xdx 
sin"x * cos m x" * 



comme la seconde rentre dans l’autre , en faisant x = z, 

a 

nous ne considérerons que la première. Si m est pair nous 
supposerons m — am', et nous aurons 

cos^.vdx (i — sin a x) m ' 

sin“x sin B x 



m 1 — i 

r — m' sin a x -f- m' sin^x* 4- etc. 

O 



sin“x 



-dx. 



expression dont l’intégrale dépendra de celles de sinx'dx et 

de ‘ 1 

- * sm‘x 

< Pious savons intégrer la première, et nous verrons bientôt 

16. , ' 
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comment s'intégre la seconde. Sim est impair, en faisant 

m = 2 m -f- 1 , on aura 



xd.r fl — «in’*)"' cos xdx -, ... , , cos xdx 

S » s= ( i — m' un* x 4- etc.) — : , 

*- «in*x ' 



sin*x 



expression dont l’intégrale dépendra de celles de 

djc cos oc 

sin'xcos xdx et de — — L — ; nous ayons traité de la pre- 
sin*x r 

mière, art. 334 «occupons-nous de l a seconde. Pour intégrer 
àijc cos je • • 

— r-r — , nous ferons sin x—z ; donc dx cos x = ds , et 
sm*x 

par conséquent .<•••• : 



/ dx cos x fdz z * + ' _ 

s^r=J ai =Tx*+ c 



’dz 



dx 



A l’égard de l’intégrale de , la même transformation- 



d z 



changera cette expression en -j — = , formule que nous 

z Ÿ i — s * 

savons intégrer. _ 

— , on multipliera 

i r» * -Y' * 



337. Enfin si l’on a à intégrer • 



dx 



cos m xsin*x 

cette expression par cos*x -f- sm*x, quantité qui équivaut à 
l’unité , et l'on aura 



dx 



dx 



dx 



cos' n x sm 



“x Cos m— *x s in B X cos**x sin" - “x ’ 



par là on diminuera la somme des exposans du dénomina- 
teur ; et , en répétant un certain nombre de fois cette opé- 
ration , et en mettant successivement à part toutes les frac- 
tions qui , dans leurs dénominateurs , ne renferment qu’une 
puissance d’un sinus ou d’un cosinus (parce qu’on sait inté- 
grer ces fractions d’après ce qui précède) , à la dernière opé- 
ration , on tombera sur des termes qui pourront encore con- 
tenir des puissances de sinus et de cosinus , ou qui seront des 
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formes suivantes : 



dx 



dx 



sin x cos x 
• dx 



dr _ 
sin x 



cos x 

, on multipliera le. numérateur par 



Pour intégrer — 

° sin x cgs x 

cos’x-f- sin*x, et l’on aura 

dx , cosx , . sînx dsin x 

=dx- hdx = — 

smxoosx smx cosx sinx 



d cosx 



cosx 



expression dont l’intégrale est 

logsinx — logcos x + log C=logCtangx. 

Pour intégrer , on fera cosx = z, et l’on aura 
smx 



dx : 



dz 

sinx 



et 



dx 



smx 



d z 

sin a x 



dz 



formule intégrable par la méthode des fractions rationnelles.’, 

JJ 

A l’égard de ~ Q ~ 3 ~> on supposera sinx=z, et l’on trouvera 




338. En général, on peut toujours transformer les ex- 
pressions qui contiennent des sinus et des cosinus en d’autres 
qui n’en renferment pas : pour cela , il suffit d’égaler sin x 
ou cosx à une nouvelle variable z. Par exemple,. si dans 
l'expression sin m xcos"xdx, on suppose sinx-=z, on aura 

j — ■ — dz 

cos x= y 1 — z* et dx=c— —====.; 

\/i —z* 

substituant;, on trouvera 

sin m x cos"xdx == z w (i — z 1 )* (t — z 4 ) * dz 

t "jzl 

==z*>( t — **)>» dz, 

expression qui se rapporte aux différentielles binômes* 
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s On peut aussi appliquer immédiatement l'intégration par 
parties à l’expression (*) sin m x cos M xdx. 

33g. Enfin , les formules trigonométriques peuvent être 
aussi employées avec avantage dans de certains cas. Pour 
intégrer, par exemple, sinmx cos nxctx; comme la Trigo- 
nométrie nous donne 

sin a cos b = ; sin (a -f- b) -f- £ sin (a — 5) ; 

en comparant l’expression sinmx cosnx à cette formule, 
on trouvera 

sin mx cos nxdx = ïsin[|(m+rt)x3dx-f-;sin[|(m— njx^dx-, 

et l’intégrale sera , art. 333 f 

_ , cos[(m+n)x3 , eosfCm — n)x} 

a m-j-n a m — n * * 

De r intégration des quantités exponentielles et 
logarithmiques. 

3^0. Il a été démontré , art. 37 , qu’en prenant les loga- 
rithmes dans lesystème Népérien, on avait da*=a*dxloga; 
donc, réciproquement. 




Ceci peut * nous servir pour intégrer l’expression général# 
c*Xdx, dans laquelle X est une fonction de x. Pour cet 



{*) Pour la comparer h udv, on la décomposera ainsi : 
sin»-»! . cos"! sin xdx = — sin"» - »! . d — 7 — cos*+*jr. 

«T* 



* 
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effet, nous écrirons ainsi cette expression : X . cr'dr ; et en 
intégrant par parties , nous aurons 

« 

Cela posé, en différenciant successivement lâ fonction X, 
nous eri tirerons dX = X'dx , dX' = X"dx , eto. ; donc 

J logn J log a (loga) 2 J (log 

. • ! 

substituant cette valeur à la place du dernier terme de l’équa- 
tion (64) , nous obtiendrons 



/Xa*dx : 



X.a* _ X^.a* r a* ,y, 

log a (log a) 1 J (log a) 2 



En continuant. d’opérer de la sorte, nous parviendrons à co 
développement *• t 

, 1 /X X' , X* X* xw y 
*■ ■' \loga (loga ) 2 (îogâÿ (îogap" (Soga)"^/ 






a*dX<» 



■1 . .a 



(loga)"^’ / , 

Si, en prenant la suite des coefiiciens différentiels X', X", 
X*...X( B ), le dernier de ces coefiiciens est constant, on 
aura dX^*) s= o , et alors la partie intégrale s’évanouira. 

34i. Prenons pour exemple X = x 3 , d’où l’on déduit 
X' = 3x*, X" = a.3x, XT ou- XW=3.a; 
donc 



, J ,/ 3 ? 3x* , 2.3x 

fx 3 <r r dx== a*[ ; rr -f- 75 r 

*•* V Inrr/s (lArr/ii* * l Anrnt 



3.3 



\logtt (logo) 2 ~ (loge) 3 (loge) 



D- 



Digitized by Google 




a^8 CALCUL intégral; 

Si l'on fait a égal au nombre e, qui est la base du système 
Népérien, loga devient log e; or, loge = i, en vertu de 
l’équation e = e lol ’ ,m , par conséquent 

fx^^dx = e^x 3 — 3a?* ~h 2 .3x — 2.3). 

» 

342 . On peut encore parrenit à un autre développement 
de /a* . Xdx. Pour cela faisons fXdx == ? , /Pdx =Q, 
fQdx = R , etc. , et intégrons par parties , nous aurons 

fq. x . Xdx = a*P — • fa x logo . Pdx. . . (65) , 
fa x log a . Pdx = a x log c.Q — fa x (log a)*Qdx ; 

et en substituant, l’équation (65) deviendra 

/o* . Xdx = o*P — q* log a. Q + fa x (logo)*Qdx. 

En continuant d’intégrer par parties, on aura en général 

/a x Xdx=o* £P — Q log a -f- R (loga)* — etc.].. . . 

* ± fZa x (log a)"dx. 

643 • Si l’on applique cette formule au cas ou X = 
on trouvera 

p J f) 1 T> 1 7. 1 . 

* 4^’ V ~ 3.4X" a.3.4a?*’ a a.3.4x* 

donc 




loga loga 9 “| loga 3 /’a x dx 
3.4x 3 2.3.4 x*J 2.3.4J x * 



L'intégrale de - est une fonction transcendante qu’on 



n’a pu déterminer jusqu’à ce jour. 

344* En général , on voit que quelque puissance néga- 
tive et entière que l’on prenne pour exposant de x, on doi$ 



» 
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toujours tomber sur cette transcendante / — — — ; car dans 

Jes fonctions successives P, Q , R , etc. , les exposans de a? 
diminuant toujours d’une unité , la dernière de ces fonctions 
A 

doit être de la forme et par conséquent Ja dernière inté- 
grale sera 






dx: 






parce que A est constant. 

Pour avoir une valeur approchée de l’intégrale de.. 3 

, on n’a d’autres moyens que de substituer dans 

cette expression le développement de a* qui est, comme on 
l’a vu , 

1 x log a -t- ^(log a) 4 + (loge) 3 ■+■ etc. , 



et d’intégrer ensuite chaque terme. 

345. Si dans l’équation ^=<dlogn, ou plutôt.... J 
du = u d log u, on fait u = x y , on aura 

dx y = x>'dlogxt'; 

ainsi , toutes les fois qu’on pourra décomposer une différen- 
tielle en deux valeurs dont l’une soit représentée par x y , et 
l’autre par d log x r , l’intégrale sera x y H- C. 

346. L’intégration par parties peut aussi s’appliquer à 
celle de l’expression Xdx (log x)" ; car si l’on représente 
par X, l’intégrale de Xdx, on aura 

/Xdx (log x)” = X, (log x)* — n J' d» (log x)* _I . 

On fera dépendre à son tour cette dernière intégrale d’une 
autre , de la forme /X u dx(log r)* -4 , et ainsi de suite. 
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*5o 

De la série de Jean Bernouillii 



347. Nous avons vu que beaucoup d’expressions différen- 
tielles n’étaient intégrables qu’ après avoir été réduites en 
série, et que, pour cet effet, en désignant par Xdr une 
différentielle dans laquelle X est une fonction quelconque 
de x, il fallait préliminairement réduire en série la fonc- 
tion qui est représentée par X , et intégrer ensuite après 
avoir substitué ce développement dans la formule Xdr. 

La série de Bernouilli a l’avantage de réduire /Xdr en 
série, avant même que l’on ait donné la forme de X; cette 
série est dans le Calcul intégral ce que celle de Taylor est 
dans le Calcul différentiel. Voici de quelle manière on la- 
démontre. Cherchant d’abord à intégrer Xdr par parties, 
on comparera /Xdr au premier terme de la formule 

J « 

fuàv ~uv — / /du , 

et l’on aura 

X=u, dx — dv; 

par conséquent l'intégration par parties s’effectuera en écri- 
vant 

/Xdr = Xr — fxàX ... ( 66 ) ; 



l’intégrale se prenant par rapport à la variable x , nous 
avons 



dX^.<£; 

dr 



par conséquent 




Intégrant encore par parties, u sera représenté, dans ce 
cas, par et dv par rdr, de sorte que nous aurons 
r* 

v = —, et nous trouverons 

% \ 



\ 



\ 
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”dX , dx X* 



a5i 



/ dX , dX x® f. r* 



cPX 
dx 1 



ou , en mettant la fraction ~ hors du signe d’intégration, 
d a X d 2 X 

remplaçant par -j— , dx et* opérant de même, nous ob- 

tiendrons 

r , d’X rà*x ,, , ,d*x ,/® ,d s x 

et ainsi de suite. 

Substituant la valeur du premier membre de l’équation (€7) 
dans l’équation (66), et portant ensuite, dans le résultat, celle 
du premier membre de l’équation (68) , nous obtiendrons 

irY , Y dX x* d“X x 5 

l/Xdr = Xx h -r— . = — etc. + consf. 

dx î.a dx® i.a.3 



De la quadrature des courbes. 

348. Soit s (fig. 5i) Faire ABMP d’une courbe plane ; Fig. 5i- 
si l’abscisse AP = x devient AP' = x -f- A, l’aire j de- 
viendra 

on aura donc 

aire mixtiligne PMM'P' = ^ h -f- ~ ~ -j- etc. ; 

cette aire est comprise entre les deux rectangles PM' et 
P'M, dont il est facile d’avoir les expressions analytiques : 

le rectangle PM' = P'M'x PP' ~f (r -f • h). h, 
le rectangle P'M = PM X PP 7 —f x.fr, 
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le rapport de ces rectangles est 

/(x-f h). h _ /(x4- 7Q # 

^x.A jCr ’ 

dans le cas de la limite , çe rapport se réduit à. 

f X —i 

7*~ ' 

Gr , la surface mixtiligne PMM'P 7 étant comprise entrp'- 
les deux rectangles, diffère moins du rectangle FM que 
le rectangle PM' ; donc , si dans le cas de la limite on a 
PM' 

pTj^l = 1 , à plus forte raison l’unité sera la limite du 4 
rapport 

qiVe PMM 'P' 
rectangle P'M* 

En remplaçant les termes.de ces rapports par leurs expres- 
sions analytiques , on aura 

dr , , d*s A* dr . d*r h , 

JZ h + -^~ + etc - S + *d^ l + etC - 



dx 1 d x» a 

• fa-h 



f x 



on passera à la limite en faisant h = o , et l’on trouvera 
dr 

= i , d’où ds ~fx. dx; et en mettant pour^x sa va- 
leur , on aura 

dr =zyàz. . .(6 g). 

349- On peut aussi déterminer la différentielle de Paire 
d’une courbe , par la méthode des infiniment petits , de fa. 
t ig. 5g. manière suivante (fig. 5j) : 

trapiv PMM'P' = Z^ M :xPP '=^±) x 

2 2 A. f 
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rejetant dxdy comme infiniment petit du second ordre , il 
reste ydx pour la différentielle. 

35 o. Pour première application, cherchons (fig. 52 ) l’aire pjg. 5 X 
d’une portion BMP de parabole. Soit^* = mx l’équation 
de cette parabole , dont l’origine est B ; on trouve , en dif- 



férenciant , aydy = mdx ; donc dx = 



2d y, et par consé- 



quent ^dx = dy 



intégrant, on a 




C. ..(70). 



J* 



Pour déterminer la constante, j’observe que lorsque ^ = 0,' 
l’intégrale, qui exprime la surface cherchée, est nulle en 
même temps. Cette hypothèse réduit l’équation (70) à 

o = o + C; donc 

a'* 



= = v® — - ^ X mx — - 



3 m ' 



: s xy. 



35 1. Nous avons maintenant des observations importantes 
à faire Sur la détermination de la constante : pour cela, 
résolvons le même problème en prenant la parabole dont 
l’équation est 

y=m + nx...( 7 i). 

L’origine des abscisses ici n’est plus au sommet de la courbe ; 
car, en faisant^ = o , l’équation (71) donne x =— et 
comme cette abscisse doit se terminer au point B (Gg. 53 ) Fig. 53. 
où y = o , on portera ^ de B en A, et le point A sera l’ori- 
gine. Cela posé, en opérant comme précédemment, on 
trouvera s 



sydy=ndx; donc yàx—^-ày et Jydx~^-^- + C...(j2). 
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Pour déterminer la constapte , j’observe que la surface 
ADMP (fig. 53) , qui représente ici l'intégrale , doit être 
nulle lorsque l’ordonnée MP coïncide avec AD; or, AD 
étant l’ordonnée qui passe par l’origine A où l’abscisse 
x = o, l’équation (71) nous donnera , dans cette hypothèse, 

y ou DA = t/m; faisant donc fyàx=o et y~ S/nx, 

a 

2 TM* 

ces valeurs réduiront l’équation (72) à o = s f-C; d’où 

on 

' 1 

2 7M a > 

l’on déduit C = — 5 — -, et par conséquent l’intégrale cher- 

O Tl 

chée est • 

3 

o o m* 

fyàx = = * = = aire ADMP. 

! : - 3 n 1 3 « . 

| ' * f 

35a. Dans ce qui précède, nous avons tiré de l’équation 
de la courbe la valeur de dr, pour la substituer dans la 
formule jdr, et intégrer 'ensuite. Nous aurions pu opérer 
autrement, eu mettant dans cette expression la valeur de 
y plutôt que celle de dr; car, pour obtenir l’intégrale , il 
suffit que la différentielle proposée ne contienne qu’une 
variable ; ainsi on choisira la substitution qui exigera le 
moins de calculs. - ... .. , 

353. Une intégrale telle que ffx dr, peut toujours re- 

présenter l’aire d’une courbe dont l’équation serait y ==/r : 
en effet, cette équation étant donnée , si l’on substitue ra 
valeur de y dans la formule fydx , on aura ffx . dr pour 
la surface de cette courbe. C’est pourquoi lorsqu’un pro- 
blème nous a conduit à intégrer une fonctioh d’une seule 
variable , on dit que ce problème est ramené aux quadra- 
tures. ; 

354. Soit X une fonction de x, et supposons qu’en inté- 
grant Xdr ou ait obtenu 
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/Xdx = Fx +C. ..(73), 

celte intégrale , dans laquelle la constante C n’est pas encore 
déterminée, porte le nom d’intégrale indéfinie générale , ou 
plus simplement d'intégrale indéfinie , et elle est complète 
lorsqu’elle renferme la constante arbitraire C. 

355 . Si, par une hypothèse, on détermine cette constante 
C, si l’on suppose, par exemple , que fiXdx doive s’éva- 
nouir lorsque x~a, l’équation (j 3 ) donne, dans ce cas, 
o = Fa-f-C; donc C = — Fa, et l’équation (73) de- 
vient V 

' /Xdx=Fx — Fa; 

cette intégrale Fx— -Fa est alors une intégrale particulière , 
et l’on voit que le nombre des intégrales particulières d’une 
expression différentielle est illimité, puisqu’on peut établir 
une infinité d’hypothèses différentes sur la constante. 

35 G. Lorsqu’on fait l’hypothèse de l’intégrale nulle et 
dex=a, c’est admettre qu’en prenant (fig. 54 ) une ab- Fig. 54. * 
sçisse AB — a, la surface soit comprise entre la limite BD 
et la limite indéfinie MP qui correspond à AP = x; donc 
l’opération par laquelle nous déterminons qne intégrale * 
particulière, est la même que celle qui fixerait la position 
de la limite BD , depuis laquelle on compte l’intégrale. La 
seconde limite PM sera fixée à son tour invariablement , si 
nous donnons à x une valeur déterminée b ; alors l’inté- 
grale particulière fydx — Fx — Fa, deviendra 

fy dx — Fb — . Fa. . . (74), 

«e 

et la surface BDMP ne sera plus arbitraire. Dans ce cas , 
l’intégrale porte le nom d’intégrale définie, et l’on dit qu’elle 
est prise depuis x —a jusqu’à x — b. . ' 

357. Cherchons maintenant l’intégrale défini de x™dx; 

HP us sommes donc censés connaître deux valeurs a et b , 



# 
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qui satisfont à l’intégrale indéfinie , 

>— m-f-i 
71» -J- l 

Supposons que la première correspotade â fydx = q ; on 
aura 

UC = o: 

771+ i ^ 

et l’inlégrale particulière sera 

aJrt+t a m-M 



/x”dx = 



771+ I 77»+ 1 



Nous ferons ensuite x=b, et nous aurons pour l’intégrale 
définie 



fx m dx = 



b m+l 



ri” 1+1 



77» + l' 771+1* 

358. On parvient aussi à cette intégrale en faisant suc- 
cessivement x—a et xx=b dans l’intégrale indéfinie, et 
l’on a 

n *+ 1 h™*-' 

+ C, et — -+C; 



771+1 



77» + 1 



on retrancbera ensuite le premier résultat du second ; mais , 
en prenant cette différence , il faut toujours avoir soin que 
la partie soustrajte soit la valeur de la fonction de x à l’ori- 
gine de l’intégrale. 

35g. Pour troisième application , déterminons l’aire d’un 
Pig. 55 . triangle rectangle ABC (fig. 55) : l’équation de la droite AC 
étant y = ar, en mettant cette valeur de y dans la for- 
mule jdx , on obtient oardx; donc 

J 

Cix a 

fyàx = fax dx = — — f- C ; 

la surface étant nulle quand x = o, la constante est égale 
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à zéro, donc 

. . ax * x xy 

aire ABC = = - Xax = — . 

a a » a 

36 o. Si dans la formule ^dx on met la valeur de^, tirée 
de l’équation du cercle, on trouvera fdx\/a 3 *—x % pour 
l'expression de l’aire du cercle. Nous avons vu, art. a8a, que 
cette intégrale avait pour valeur 



î ÿ a. 3 — x* + i a' arc ^sin — ^ + C. 



La partie 5 a’ arc ^sin=^ ne pouvant se déterminer 
qu’en supposant connu le rapport du diamètre à la circon- 
férence (*) , on voit que l’intégration de àx \/ U* — x* 
ne peut conduire à la solution du problème de la quadra- 
ture du cercle. Il en est de même de la quadrature de l’el- 
lip se qui dépend de 

- fdx l/ a” — x*. 
a r 

f 

Si l’on compare ces deux expressions , on en tirera la 
proportion 



aireellipse : airecercle :t - /dxy/a m — x* : fdx\/ a 3 — x“. 



ou 



d’où l’on tire 



aire ellipse : aire cercle - : 1 , 

a 



aire ellipse = - X aire cercle — - *-a“ = xab. 
a a 



1 . 3T " I 

(*) Si, par exemple, ar=-a, j’ai - = et j’opère comme dans 
l'art, a 78, pour déterminer l’arc correapondant. 

*7 



Digitized by Google 




s58 



CALCUL INTÉGRAL. 



De la rectification des courbes. 

36 1 . Rectifier une courbe, c’est obtenir une droite égale 
à un arc de courbe. Nous avons trouvé, art. i5j), que la 
dilFérentieye d’uR arc de courbe avait pour expression 

ds =* l/ dx* -f- dy .... ( 76 ) •, 

une équation entre deux variables x et^ étant donnée, si 
l’on veut rectifier la courbe à laquelle elle appartient , on 
différenciera cette équation , et on en tirera la valeur de dx 
ou de dy , qu’on substituera dans l’expression ( 76 ) ; alors le 
radical ne contiendra plus qu’une variable, et si l'on peut 
obtenir l’intégrale , la courbe sera rectifiable. 

36a. Prenons, pour exemple, la courbe (*) dont l’équa- 
tion est y —nx x , trouvée art. 1 65 ; cette équation étant 

différenciée, nous donnera 

. 



3y'dy = anxdx , 

d’où nous tirerons 




substituant, on a 



v/dx» + dy = y/QE^)dy = dy yAi' + 1 ; 

d y étant la différentielle de l’expression qui est sous le ra- 



(*) Elle porte le nom de seconde parabole cubique. Celte équation, 
ainsi que celle de la parabole ordinaire, ne sont que des cas particuliers 
de l'équation générale =ax* ; c’est pourquoi cette équation est ap- 
pelée l'équation de la parabole de tous les ordres. 

On a aussi regardé l’équation ry—a de l’hyperbole entre ses asymp- 
totes, comme un cas particulier de l’équation a m + m , qui est ap- 

pelée pour cette raison , l'équation de l'hyperbole de tous les ordres. 
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dical, à une constante près, nous ferons, article 271 , 
7 + d’ou l’on tire dy = — dz ; substituant , nous 

t\Tl Û ' 



4 n 

aurons 



donc 



l/dx’-f- dy* = ~ z*dz; 

9 * 

rv d^+d7-=|Ç=|d+c. 

2 

ou , en remettant la valeur de z, 

//î?+d7=?î(s^ + ,y + c. 

Pour déterminer la constante , on voit , d’après la nature de 
l’équation de la courbe , qu’à l’origine des abscisses y est 
o ; ainsi , en supposant que l’intégrale soit nulle en ce point. 



on a 



o=— -f C; donc C ==•— — 
27 27’ 



V. •! 

/■ I 



et par conséquent 



f^+v=%\/[! 0 +^-% \ 

’ Si x = a, l’arc s , compris entre les limites x = o et x=o, 
sera * 

3 G 3 . LYquation de la cydoïde, art. 200, donne dt» = ■• 7 *^ 7 * . 

bay-y* * 

substituant cette valeur dans la formule (76) , nous trouveront J 

dr = Wà r + J^rL =djr WZErZ = x/ZKL 

V J 2 qy— y* J V aay— y* J V aa — y 

= j.’ 



(«•-»* 



* 7 - 
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Comme dy exprime la différentielle de l’expression qoi est sons la pa- 
renthèse, multipliée par — r, nous ferons, art. 371, Jaa — y — z, et 
nous aurons # 

1 1 • . » 

Cette équation étant intégrée , donne 

/ i - » f* 

f \ la— y ~ — 3 ( 3 ®)* *" -1- C = •— 3 l/aaa -f- C j 
ou , en restituant la râleur de y, 

fty \/î^y = ~ ^ 9a ^" — y) + c. .. (77). 

s t 

Pour déterminer la constante, nous prendrons l'intégrale de manière 
qu’elle s’évanouisse quand y — la ; dans cette hypothèse , l'équation (77) 
se réduira lo = o + C, ce qui montre qu’il n’y a point de constante A 
Fig. 57. ajouter; alors l’arc de cycloïde s’étendra depuis le point B (fig. 57) , où 
y = an, jusqu’au point M, dont les coordonnées sont x et y. La valeur 
absolue de l’arc MB étant a\/aa(aa — y), nous remarquerons que 
BE = aa — y; donc a\/aa (aa — y} = al^BD x BE — aBG; d’où il 
suit que l’arc de cycloïde MB est égal* au double de la corde GB; par 
conséquent, arc AB = aBD. 

* , <• 

De la détermination de Faire des solides de 

/ , 

révolution, 

Fig 5i. 364 - Sî une couAe BC (Kg. 5 i) , tracée sur un plan', fait 

une révolution autour de l’axe A JC , elle engendrera un so- 
lide de révolution. Cherchons la différentielle de l’aire en- 
gendrée par cette courbe. Pour cet effet, soient AP = x , 
PM —y, PP" = h, et par conséquent 

PM —fx =y, 

P'M' =/(x-+- h) =y + ^ h 4- ^ h ~ + etc. 

Dans ce mouvement de rotation , les ordonnées MP et M'P' 

* 



Digitized by Google 




DE L’AIRE DES SOUDES DE' ft ÉVOLUTION. sS( 
décrivant des cercles inégaux , oes cercles seront les bases 
d’un cônç tronqué , dont la corde MM' sera le côté. L’aire 
de ce cône tronqué aura pour expression 



cire. PM + cire. FM' 



X corde MM'. 



En représentant par 1 : % le rapport du diamètre à la cir- 
conférence , l’expression précédente deviendra 

av PM-fa^P'M; x corrfeMM '_ jr( p M+I y M ') X corde M m' ; 

et en mettant , pour les ordonnées PM et P'M', leurs valeurs 
analytiques , on aura- 

aire-cône tronqué etc.^cordeMM', 

/ 

d’où l’on tirera , en divisant. 



aire cône tronqué MM' 
oorde MM' 




Si nous représentons maint enant par u l’aire engendrée par 
le mouvement de rotation de l’arc MM', et par s cet arc de 
courbe ; comme en diminuant h , cet arc tend à se confondre 
avec sa corde , le premier membre de l’équation précédente 

devra être remplacé, dans Ife cas de la limite, par gj j et la 
second se réduisant alors à a*y, nous obtiendrons 
du 

4j =2 *y> 

et par conséquent du = avyds ; et en mettant pour dî sa 
valeur trouvée art. 159, on aura enfin 

du = a *y \/ dx*4-dy*. — (78V 
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2Ç3 ‘cfALCüL intégral; 



365. Par les infiniment petits on aurait considéré l’élé- 
ment de la surface de révolution, comme celtad’un cône 
tronqué , engendré par îa rotation du trapèze élémentaire 

Fig. 5g. MPP'M' (fig. 5g) autour de PP' ; ce cône tronqué aurait 
✓ pour expression 

cir. )x MM , =r(2y-f-dy)ds=a«^'ds+7rdjds; 

\ 

supprimant le terme a-djdî, comme infiniment petit du se- 
cond ordre , il resterait 
* ______ 

Siryds = 2sry y/ dor* -)- d y* élément d'une surface de révolution. 

i * 

366. Pour première application , prenons l’aire du para- 
boloïde de révolution , qui est le solide engendré par la 

ig. 6o. révolution d’un arc AM de parabole (fig. 6o) autour de son 
axe : l’équation de la parabole^’ —px donne 



P P 



Cette valeur étantsnbstituée dans la formule tory \/ dar'+dy’} 
la réduit à 

V = j y*y Vw+p*- 

ydy étant la différentielle de la quantité qui est sous le radi- 
cal , à une constante près, je fais», art. 371 , + =.z , 

et en différenciant je trouve yày = -g ; substituant et inté- 
grant, j’obtiens 

fjy*yv'<y.+p'=fç‘ i i*=î±+c 

■ =^C 4 .y+P ,)l +c- 

Je détermine la constante en supposant que l’intégrale soit 
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de l'Aire des solid» de révolvtion. a 63 - 

« 

nulle lorsque _y = o , ce qui réduit l’équation précédente à. 

*■ „ . , -, TD* 

o = g p J + C , ce qui donne C = g- ; 

et en supposant que l'intégrale soit prise depuis ^ = o jus- 
qu’à yr= b , l’intégrale délinie sera 

^[(4A*+p a r-p 3 ]. 



367. Pour seconde application , évaluons l’aire de la 
sphère. Cette surface courbe étant engendrée par la ré- 
volution de la demi-circonférence autour du diamètre , soit 
x’ + j £ = a* réquation du cercle ; en différenciant nous 
trouverons xdx = o ; donc 

« xdx , x a dx* 

dj = — — - et d 

J y J y* 

substituant cette valeur dans la formule (78) , nous obtien- 
drons 

/a^y \J 4 - i)dx* — fi-xdxŸ ^ -\-f 

— / Jjrüdx = 2 ttax + C . . . (79). 

Pour déterminer la constante , nous prendrons l’intégrale à 
partir du point A (Ggi 61); et puisque l’origine des abscisses Fig. 6r. 
est au centre, nous supposerons l’intégrale nulle lorsque 

x = — a ; cette hypothèse réduira l’équation (79) à 

* 

o = — 25 ra a -f- C ; donc C = 2xa a ; 
substituant cette valeur dans l’équation (79), nous aurons 
fixaàx = 2x(ax -{- a a ). 

Prenons maintenant l’intégrale définie entre les limite ; 
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s 64 calcul hstégral: 

x = — a et x = a- > il faudra changer x en a dans la for- 
mule précédente, et nous obtiendrons , pour la surface delà 
sphère, 

/ 2iradx = 2»-(2 a 1 ) = 

568 . On peut aussi «trouver l’aire du cylindre droit ; car 
cette surface étant engendrée par la révolution du rectangle 
Fig. 6a. AD (fig. 62), autour de l’axe AB, soient AB=a, CA — b ; 
l’équation de la droite CD sera y — b -, donc dy = o. En 
substituant ces valeurs dans la formule (78) , on la réduit à 
airbdx ; et en intégrant on a 

fuxbdx = a xbx + C. 

Si l’on prend l’intégrale définie entre les limites o et 
x = a, on trouve pour l’aire du cylindre 

' 

2irèa = 2 nb X a — circonférence de la base X hauteur. 



A l’égard de l’aire du cône , ce solide étant engendré par 
Fig 55. 1 » rotatioh du triangle rectangle ABC (fig. 55 ) , autour de 
l’axe AB , soient AB = a , CB = b ; l’équation de AC sera 

y = - x ; cette équation donne , par la différenciation , 

b b a 

dy = - dr et dy’ = — dr’. 

J a J a* 

Les valeurs dey' et de dy* étant substituées dans la for- 
, mule (78) , on a , 

/ ixy \/ dx î -J-dy“=/2!r^-dx [/ a*-\-b <L =J^ a a + ô 3 -f- C ; 



et en prenant l’intégrale définie entre les limites x — o et 
x = a , on obtient 



AC 

aire du cône = -rb y a* - 4 - b* = 2 rb X — 

2 

/ . AC 

= circonférence BC X — • 
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CUBATURE DES SOLIDES DE RÉVOLUTION. flG5 

De la cubature des solides de révolution. 



3Sq. Soit v le volume engendré par la révolution de l’aire 
mixtiligne ABPM autour de l’axe AX (fig. 5i) ; si l’abscisse 
AP = x' devient AP' = x -f- h , le solide de révolution s’ac- 
croîtra du corps engendré par la rotation du tApèze mix- 
tiligne PMM'P' autour du même axe. Le volume engendré 
par ABMP étant une fonction de x, puisqu’il augmente ou 
diminue en même temps que x, le volume engendré par 
AÉM'P' sera une fonction de x h , et aura pour ex- 



pression 



. dv , dV h* 

v+ E* + S--7 + e,c - ; 



Fig. 5i. 



. I 



par conséquent , si on en retranche le volume engendré par 
ABMP, on aura 



dv , . d*v h 1 
dï h +tt~ + etc -> 



dr a a 



pour le volume engendré par PMM'P'. Or, ce volume étant 
compris entre les cylindres engendrés par les rectangles 
MP' et M'P, différera moins de l’un de ces cylindres que 
ces cylindres ne diffèrent entre eux ; donc , si l’on peut 
prouver que , dans le cas de la limite, le rapport de ces 
cylindres est l’unité , il en sera à plus forte raison de même 
du rapport du corps décrit par PMM'P', à l’un de ces cy- 
lindres. Cela posé , on a évidemment 

le cylindre décrit par PM' = *• Qf(x + kyyh , 
le cylindre décrit par FM = *• ( fxyh \ 

donc le rapport de ces cylindres est exprimé par 

lf{ x + h)J 

( f*y ‘ • - 
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®S6 calcul intégral; 

En faisant h — o, on voit que ce rapport se réduit à 
l’unité ; il en sera donc de même du rapport du volume 
engendré par PMM'P' à celui du cylindre décrit par MP'. 
Or, ce rapport étant représenté par 



— -4-etc 

dx + dx* 2 + 



— 4 - 

dx ‘ 



dx a a 



-f- etc. 



r(fxyh 






on a, dans le cas de la limite. 



d’où l’on tire 
et enfin, 



dt> * 

dx 

f x y=*y'> 

du = *y*àx . . . (80). 



370. On parviendrait au même résultat par la considé- 
ration des infiniment petits : car on peut concevoir le vo- 

F%. G$. lume MON (fig. 64) comme partagé en tranches infiniment 
minces , par des plans perpendiculaires à l’axe de révo- 
lution ; l’une de ces tranches , qui est l’élément du corps , 
peut être considérée comme un cylindre dont la base est 
le cercle décrit par y , et dont la hauteur est égale à l’épais- 
seur ab représentée par dx ; par conséquent cet élément a 
pour expression *-y"dx. \ 

371. Appliquons cette formule à la détermination du 

volume de l’ellipsoïde allongé , qui est le volume engendré 
par la révolution de l’ellipse autour de son grand axe : 
l’équation de l’ellipse rapportée au centre ét^it 

y* — — (a a — x a ) , on substituera cette valeur de^‘ dans la. 

formule ?ry 5 dx, et l’on aura 
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CVBATURE DES SOLIDES DE RÉVOLITION. 267 
b * 

*y*dx — 7 t— (a 2 — x *) dx ; 

. . 

et en intégrant , on trouvera 

/Vy 2 dx = sr^^a*x — -f C...( 8l). 

Supposons qué l’intégrale soit nulle au point A (fig. 56), Fig. 56. 
où x = — a ; nous aurons 

et en substituant catte valeur de C, l’équation (8i) devient 
fry'dx ==»^(a‘x-^+| û’). 



Fabons ensuite x — a, pour avoir l’intégrale définie com- 
prise entre les limites x= — a et x = -f- a ; nous obtien- 
drons 

, . , 4 3 

/bydx = *■-.£ a 3 : 



tel sera le volume de’l’ellipsoïde allongé. Si b — a , ce 
volume deviendra celui de la sphère, et aura pour ex- 
pression 




2 

tü 2 X a a — ^ du cylindre circonscrit. 



Déterminons encore le volume du paraboloïde de révolu- 
tion. Pour cet effet, prenons la parabole de tous les ordre* 
pour génératrice ; l’équation de cette parabole nous donnera 

y = ax”‘ ; 

substituait cette valeur dans la formule (80) , nous ob- 
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s58 

tiendrons 

J 



v = fira*x m dx = 



tn+m 

mircPx m i 
an -f- m 



Pour déterminer la constante , nous supposerons que le 
volume soit nul à l'origine ou x = o; alors nous aurons 
C=o. Dans le cas de la parabole ordinaire, m = a, 
n = 1 ; donc * 



hrO* 



, X X 

— ita'x- =*y’, -, 

a J <1 



Fig. 65. Or , étant l’aire du cercle dont PM (fig. 65) est le 
rayon , l'expression | jry 1 . x représente fa moitié du cylindre 
décrit par APMB autour de l’axe des abscisses : donc le 
volume de la parabole ordinaire est la moitié de celui du 
cylindre circonscrit. ( Note cinquième). > 

De la cubature des corps terminés par des surfaces 
courbes , au moyen des intégrales doubles. 

3;a. Proposons-nous de déterminer l'expression de la différentielle d’un- 
Tolume terminé par nne snrface dont l’équation est donnée. Soit 
Fig. 85. EDCB (fig. 85) un volume compris dans l'angle des axes coordonnés Ax, 
Ay et A z, et termiaé par un plan DCG, parallèle à celui des si x 
devient x + h, ce volume s’accroîtra d’nne tranche DiyCC', dont l’épais- 
seur sera A } et en nommant V' ce que devient alors le volume , on aura 

v/ ^d*V A’ , d>V A* , 

V' = V + T" n+-j— r b-v -;— 5 + etc., 

dx dx’ i.a dx 5 a. 3 

et la tranche DD'CCTGsera représentée par 

• m v dv . ^ d.V A* d*V A3 , 
dx dx* i.a dx* a. 3 

dans le cas de la limite, celte équation nous donne 
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Nous avons déjà fait assez connatire les deux me'thodes des limites et 
des infiniment petits , pour que nous ne craignions pas d’employer ici 
quelques considérations tire’cs de cette dernière^ afin de jeter plus de jour 
sur cette matière ; on pourra ensuite, sans difficulté , revenir aux limites. 
L'équation (81) nous montre que est le coefficient différentiel qui dé- 

X dV 

termine le volume j par^ronséquent la différentielle est ^ dr : celte dif- 
férentielle n’est autre chose qu’une tranche infiniment mince DD'CC'FG, 
dont dr serait l’épaisseur. Si dans cette tranche on fait varier y, elle 
deviendra infiniment mince dans le sens des y, comme elle l’est dtjit 
dans celui des ar , et , par conséquent , elle se réduira à un petit prisme 

élémentaire ID'KF, dont z sera la hauteur, et qui aura pour base 

FGK.L ==da:dy ; nous aurons donc 

d«V . . . , 

_^dardy = zd*dy, 



équation qui nous donnera 



d»V 
dxdÿ " 




remplaçant z par sa valeur tirée de l’équation de la courbe, celte valeur 
sera , çn général , une fonction de * et de y, que nous représenterons par 
M, et nous aurons 

d’V _ 
dxdjr 

3 ç 3 . Pour déterminer le volume , au moyen de cette expression , écri- 
vons-la ainsi : 



= Mdy; 



la notation qui est dans le premier membre , nons montre qu’on est 
parvenu & l’expression de la différentielle de ^ — , en regardant y comme 

variable et a; comme constant ; la même* hypothèse devra donc avoir lieu 
lorsque par une opération inverse nons intégrerons; mais alors x 
étant traité comme une quantité constante, pourra se trouver dans la 
constante qu’on doit ajonter h l’intégrale. Nous regarderons donc , en 
général , cette constante comme une fonction de ar ; et en la représentant 
par X, nous aurons, par une première intégration, 

g^/Mdy + X..,(8a). 



Digitized by Google 



270 CALCUL INTÉGRAL. 

Pour exécuter la seconde intégration, nous remarquerons que la notation 



dV 

— montre que la différentielle du volume doit être prise en regar- 
dant x comme la sente variable ; nous devons donc conserver la même 
hypothèse dans l’intégration ; ainsi , en représentant par Y la fonction de 
y, qui remplacera la constante, et en multipliant préliminairement pam 
dx, pour changer le coefficient différentiel en différentielle, nous trou- 
verons _ 

V = /dx(/Mdy 4-X)-f-t. 



374 * L’ordre des intégrations citant arbitraire, on peut indiquer ainsi 
les operations que nous venons d'cxccutcr : 

; * ' 

V =//adydx. vC «3>. 

■ • ’ • • * 

3^5. Pour donner nne application de cette méthode, proposons nous 
de trouver le volume de la sphère : l’équation de la aphère étant 

x» +y‘ + i- = r>, 

on tirera de cette équation la valeur de z , et la mettant dans la for- 
mule (83) , ou aura 



//adxdy ou /dy/zdx =2 /dy/dx^/r 1 — x* — y*.. .( 84 ); 

• • r • . ' J * . ' . 1 C * < 

regardant y comme constant , et appelant A* fâ différence r* — y\ qui 
est essentiellement positive , puisque r surpasse toujours y, nous trou- 
verons d’abord , en intégrant par-rapport & x , 

*1 

/ dx V x* — y* = /dx l/A» — x* j 

or , d’après l’article 182 , nous avons » 



/dx V^A» — x* = ^ }/ A' — x*+ * A 1 arc ^sin = ^^ -f-Y, 
et en mettant la valeur de A*, on trouve 

- 1. ’• . , ' , 

/dx V r ’—x “■/*= r. V^x’-y'-b rc f sin— -- . *_ ■ ) +Y . . .(85; . 

a a v V r *-y‘' 



Pour prendre l’intégrale definie , observons que la constante y étant 
8(5, représentée par AP (fig. 86) , tous les points que nous allons déterminer 
par cette intégrale, doivent avoir leurs projections sur la direction de 
PM ; car l’un quelconque de ces points ayant la variable z pour or- 
donnée, aura AQ et QN pour autres coordonnées, et alors QN sera 
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égal h la constante AP, et l'autre coordonnée AQ , dirigée dans le sens 
■des x, pourra être remp'acée par P N ; de sorte qu’en comptant les x sur 
la droite PM, les y seront consunSj prenant donc l'intégrale de P en M , 
c’est-à-dire depuis x = o jusqu’à x = PM = \/ r* — 7 * , nous substi- 
tuerons successivement à x , dans le second membre de l’equalion (85) , les 
valeurs x = yr> — y* et x — o, et retranchant le second résultat du 
premier, nous trouverons , pour l'intégrale définie. 



- (r* —7*) arc (sin = 1) ; 

et observant qne l’arc dont le sinns est l’nnite', vaut le quart de la 
circonférence représentée , suivant l’nsage , par a ir , cette intégrale de'finie 
devient 

1 , , x 

-i 

celte valeur de fdxÿr* — x* — y* étant substituée dans l’équation (84) > 
on aura 

fftAx&y = ^ x/(r* —7*) d7 = ^ x(r*7 — Ç ^ X ; 

et , en inte'grant depuis 7 = o jnsqu’à7 = r, on trouvera 
ffrdxdy ^ (r* - 

Tel sera le volume qui reposera sur le quart de cercle BAC, et qui 
sera par conséquent le huitième de la sphère, ( Note quatrième). 



De la quadrature des surfaces courbes, au moyen des 
intégrales doubles. 

3 ^ 6 . Soit (fig. 85 ) EDCB = S , une surface courbe , et supposons que 

l’abscisse x s'accroisse de h : cette surface deviendra S-H 7— h*t — : f-etc .: 

Ux dx* a 

et , dans le cas de la limite , le rapport de l’accroissement de la fonction 

dS 

S à celui de la variable x , se réduira à j- ; d’où l'on concluent que la dif- 
dS 

féremielle est — dx : cette différentielle sera représentée , dans la figure , 
par la bande DD'CC' d’une largeur infiniment petite. SidansDD'CC' on 
fait maintenant varier 7, et que 7 devienne encore infiniment petit , la 
bande DD'CC' se réduira à DD'Il', et aura pour expression — j-dxdy. 
Or, celte surface DD'Ii' étant infiniment petite, on peut la ccmidérer 

I 



Fig. 80 . 



Fig. 85. 

< 
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comme plane; par conséquent, en la multipliant par le cosinus de son 
inclinaison^ sur le plan des xy, elle égalera dxdjr- (note cinquième] nous 



aurons donc 



Fig. 85. 



d’où nous tirerons 



DD'II' cos y = drdy, 
2ïd/ 



d r~ d * d r c0 » y — àxày-. 



d»S , 

dardjr' 



t 

" cos y 



Pour déterminer la valeur de y, soit Ax -f- By -f- Cz -f~ D = o , l’équa- 
tion du plan tangent ; nous savons que ce plan fait avec le plan des xy, un 
angle qui est donné par l’équation ( note sixième) 



v'-dMèy 



Si nous considérons donc Ax -f- By *+• Cz •+- D = o comme lYquaiioii 
du plan tangent au point de la surface courbe dont la projection est 
tixdy, nous aurons 

A|.= V/t+(^;) + (^) 



.( 86 ). 



Ponr déterminer les coefücicns différentiels qui entrent dans cette ex- 
pression , nous remarquerons qn’au point que l’on considère ', le plau 
tangent se confond avec la surface courbe, dont nous représenterons 



dx 



dz 



l’équation par z =f(xy) ; par conséquent , les valeurs de et de -j- , 
qui entrent dans l’expressio* de cos y, doivent être regardées , art. ç5, 
comme les mêmes qne celles que l’on déduirait immédiatement de l’équa- 
tion z—f(x,y). Ayant donc fait ces substitutions, on intégrera ensuite 
deux fois l’éqnation (86) , multipliée par dady, opération que nous indi- 
querons, comme précédemment, par un double signe d’intégration, et 
nous aurons 

c S =ffàxAy y/, + (^.)‘ + (£)*• 

377 . Ponr donner une application de cette formule , cherchons h déter- 
miner l’expression de la surface de la sphère. Son équation étant 

ar* -f- s* = r» . . . (87) , 

nous la différencierons , et nous trouverons , après avoir divisé par 3 , 

- xdar _ydy -f- zdz — O ; 
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QUADRATURE par LES INTÉGRALES DOUBLES* 
d’où nous tirerons 

di =— 1. - djr — -£dr: 

Z Z " 1 

par conséquent ♦ • 

x àz - = -Z. 



dz 

dx 



i ’ d y 



Substituant ces valenrs dans l’expression t/i + ÆV + /'df V 
nous la changerons en v V^V ^ Vd ) ‘ 



\/? -^ + T- S= 'z ■+*•=£, 

et par cOnséqqpnt nou% aurons 

mettant la valeur de a, on aura 

+'©• 

378. Pour effectuer les intégrations indiquées , nous écrirons 

- ■ »■ 

et par. là, nous marquerons que nous devons commencer par intégrer 
l’expression -p=^_^_ === , en considérant x comme la seule va- 
noble; faisant donc, comme précédemment, 
r*-jr« = Aî, 

et intégrant, d’après l’art. 374, nous aurons, en ajoutant nne constant, 
«onction de r* , 



|/ A a — x* 



sarcrfti î -f.y } 

♦ 



mettant la valeur de A, et prenant ensuite l’intégral, définie depuié 
* — o jusqu’à *= [/r'—y, il viendra 



f dj 

J |/r> — *•_»-« 



: arc (sia = 1) — - circonférence sa " , 

18 
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cette valeur étant substitue dans l'cqualion (88), nous donnera 

.1 



* 




I 

1 



*■>?■+■ X > 



en appelant X la constante, qn’ondoit regarder comme une fonction de 
x ; prenant ensuite l’integiale definie entre les limites y = o et / =ar, 
nous trouverons enfin 




Telle sera la partie de la surface sphérique comprise dans l'angle formé 
par les axes des coordonnées rectangulaires *, ^^c’est-h^ire 1a huitième 
partie de la sphère. , 

De l’intégration des fonctions de deux variables. 



3jq. Les deux méthodes principales que l’on emploie 
pour parvenir à intégrer les équations différentielles, qui 
contiennent deux qu un plus grand nombre de variables , 
consistent, i°. dans la séparation des variables, pour pou- 
voir leur appliquer ensuite les procédés usités pour une seule 
variable; a°. dans la recherche des factenrs propres à rendre 
une différentielle exacte. C’est pourquoi nous allons nous 
occuper successivement de ces deux méthodes. 

De la séparation des variables , de l’équation li- 
néaire du premier ordre _, et des propriétés des 

fonctions homogènes. , 

■ '• 1 ** 

38o. Nous avons vu que toute différentielle, pour être 
intégrable, devait être de la forme çxdx ; ainsi, on serait 
arreté dans*l’intégration d’une équation, si elle .renfermait 

des termes tels que^’dx , xydx, —, etc. Cependant il ne 

faudrait pas conclure quejl’intégrationest impraticable ; car, 
si par des opérations algébriques , on pouvait faire en sorte 
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que chaqueterme necontînt plus qu’une seule variable, l'inté- 
gration pourrait s’effectuer ensuite. L’équation xdy-f-ydx=o 
est dans ce ca3. En effet, si on divise cette équation par xy, 
elle devient • 

dy , dx 

. • = 0 ; 

* ' .y * 

et en intégrant , elle donne log^ -f log x s= C ; et en repré- 
sentant par A le nombre dont C est le logarithme, on peut 
écrire log^ -f log x = log A , et par conséquent 

, ■* - . tv 

log xy = log A ; 

passant aux nombres , on a 

xy=A. * 

, 38 1. Soit l’équation plus générale 

' % , t; < 

çx.dy + Fy.ar = 0) 

pour séparer les variables on divisera cette équation par 
spx . Fy, et l’on trouvera 

’ & + ^_o • - • 

■ - F y+çx-°> 

équation dans laquelle les variables sont séparées. 

38a. Pour en donner un exemple , proposons-nous d’in- 
tégrer * ^ 

(i -f- x a ) dy=dx^/y : 

en divisai# par (î +X*){/y, on aura 

- ' * ày — dx - -î 

v y ■ 

et en intégrant cette équation , on obtiendra 
a Vy = arc tang x -f- G. 

383. On séparerait encore les variables par la division 

18. . 
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dans la formule 
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px.Fy.dx -f- ç'x.F'y.ày = o; x 
pour cola, il suffirait de diviser par Fy.ç'x, et l’on aurait 



<px , , F'y , 

TT dx - 4 - — - dy = o. 
<p x F y J . 



Ce procédé est applicable à l’équation 

x’j'dx + (3y 1 ) dyv/x 3 = o, 

car, si on la divise par y^x?, on obtient 

i dx + fctJ_ ) d^=o. 



V x y 

384- L’intégration pourrait encore s’effectuer »i la pro- 
posée renfermait plus de deux variables , et qu’on pût la 
ramener à ne contenir dans chaque membre que des dif- 
férentielles dont on connaît l’intégrale , comme seraient , 
par exemple, les fonctions 

" > xày-{- yàx, etc., 

a' ' 

qui ont respectivement pour intégrales - et xy. 

y 

' 385. Il est une équation importante , dans laquelle la sé- 

paration des variables s’effectue par un procédé très ingé- 
nieux , c’est la suivante : 

ày + Pydx = Qdx. . . ( 89 ) , # 

où P et Q sonf des fonctions de x. 

Pour cet effet , on égalera^ au produit des deux indéter- 
minées X et x, ce qui donnera 

y = zX , dy rs zdX Xdz ; 

substituant ces valeurs dans l’équation ( 89 ) , on la transfor- 
mera en . 
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DE LA 6 ÉPARATI 0 N DES VARIABLE». 277 

* zdX -J- X(ds + Pzdx) = Qdx. 

X étan/ arbitraire , on déterminera cette fonction en éga- 
lant entre eux les termes qui ne sont pas sous la parenthèse , 
ce qui décomposera l’équation précédente en ces deux-ci : 

X (dz -f- Pzdx) = o , zdX = Qdx ; 
la première donne . 



— Pdx, 

Z 



ou 



logz=— /Pdsg, 
ou , en observant que log e équivaut à l’unité , 
log z — — fpàx log e = log ; 

passant aux nombres , on a 



— .-/N*. 



on tire de la seconde 



dX = = Qe/ p,br dx ; 

Z 

donc 

X=/Qe /Pdx dx-f-C; 
mettant ces valeurs de z et de X dans l’équation 

■ * = * X . 
on obtient 

y = e -/ pdjr (yQ/ pdr dx + c)...^o). 

Cette équation porte le nom à' équation linéaire du premier 
ordre; nous enverrons la raison, art. 44 1 • 

386. La séparation des variables peut toujours s'effectuer 
dans les équations différentielles du premier ordre à deux 
variables , lorsqu’elles sont homogènes. Une équation homo- 
gène est celle dans laquelle tous les termes, considérés par rap- 
port aux variables, sont de mêmes dimensions : ainsi l’équation 

ux 2 _y 3 + èxjd -f. cy 3 x* = o 
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est une équation homogène , puisque la somme des dipo- 
sans de a: et de y étant égale à 5 dans chaque terme , tous 
lès produits x*y\ xy 1 , etc., sont chacun de cinq dimen- 
sions. 

L’équation 

. ax B y a — bx b y 3 -f- ey* = o 

est aussi homogène, puisque la sommç des exposans des 
variables dans chaque terme est 8. La variable x n’entre 
pas dans le dernier terme de l’équation , mais cette variable 
peut être considérée comme élevée à la puissance zéro. 

387. Soit , en général , z une fonction de x et de y, com- 
posée de termes homogènes , tel» que Ax?y, B xf'yi', 
CxPy 1 , etc. Si nous représentons par n la somme des expo- 
sans de x et de y, dans un de ces termes , nous aurons , en 
vertu de l’homogénéité , * 

p-j-qz=zn, p'-+-q'=n, p" + q" = n, etc. 

Cela posé , si nous* divisons t.ous les termes par r", l’éga- 
lité subsistera encore , et le terme A x r yi deviendra 

‘ Ay . m», 

X a x n ~P 3$ \xj ’ 

ce que nous disons de ce terme pouvant s’appliquer à tous 
les autres, nous aurons donc 




et en faisant-^ = q, cette équation deviendra 

® • / 

x*Fq = z, 

équation qu’on peut écrire ainsi : 

Qx"~z, 

en appelant Q la fonction représentée par Fq. 
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DES ÉQUATIONS DIFFÉRENT. HOMOGÈNES. 27$ 
388. Considérons maintenant l’éqaation différentielle 

* ' y 

Mdx-fNdy = o, 

danS laquelle les coeflicierfs M et*N sont des fonctions homo- 
gènes de deux variables x et y d’une dimension n. 

En divisant cette équation par x", elle pourra donc se 
mettre sous la forme . 

*(S> te+, (9^= oî 

et si nous faisons ^ = z, cette équation deviendra - 



ou plutôt 



dxpz -}- dyFz = o, 
dv 

+ = o...(gi). 

f 



Pour achever d’éliminer^ au moyen de l’équation -^=z, ou 

plutôt^ = zx , nous différencierons cette dernière équation 
et nous obtiendrons 

dy , xdz 
. dx- Z+ àï' 

H- » 

cette valeur réduit l’équation ( 91 ) à 



tpz 



d’où l’on tire 



+ Fz ^z + 



xdz' 

■d^; 






O, 



xdz çz (^zJ^Fz) 

dx ' Fz Z *""" * 

et, en séparant les variables, 

dx » dzFz 



x 



if z 4 - zFz* 
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et par conséquent 



lo 8* = -/- 



dzFz 



<Sz + zFz 



* 4 * C. 



Lorsqu’on aura intégré, il ne s’agira plus que de mettre dans 
le résultat la valeur de z. 

389 . Prenons pour exemple l’équation x’dy==y*dx+Æycb: : 
en faisant^ xszx, nous trouverons 

dy = zàx -J- xdz , 

et, en substituant ces valeurs, l’équation deviendra 
x“zdx -4- xMz — z*x’dx -}- zx’dx ; 
réduisant et divisant par x“, facteur commun , on obtiendra 



±dz = z*dx ; 

cette équation étant divisée par z* et par x, donn? 

dx dz 

x z a ‘ 

et en intégrant, on aura 

logx = — i-f C = — - +C = — X +C. 

* 1 y 



5 go. Prenons pour second exemple l’équation 



x 1 -f-yx 
~T^-y 



ày=yàx- 



en faisant disparaître le dénominatenr, on voit que tous le* 
termes de cette ^^ation sont de deux dimensions; ainsi, 
nous supposerons^^ = zx ; et en réduisant , cette équation 
bous donnera * 



dy _ (1 — z) . 
dx (1 -j- z) ’ 






Digitized by Google 




DES ÉQUATIONS DIFFÉRENT. HOMOGÈNES. a8l 

dy . * 

mettant pour ^ sa valeur tirée Se l’équation y — zx, on 

aura ' • 

, . xàz _ *0 — O 

dx x -f- z ’ 

transposant 2 dans le second membre , et réduisant au même 
dénominateur, on trouvera 

* dx (i-f*). 



et enfin 



22 * 



-dz, 



log X = -f | = i _ à Hz + C 

=4+*>°s*+c- 

3gi. Lorsque lVqnation proposée, outre les termes Aar Pyf, 

ter'j'l'-b etc., contient des polynômes tels que 

(Mjrey* -f- Nx^y' -f» etc.)*dx, (Px'f + Qx‘'jr‘' -f- ete.ydy, 

les variables seront encore séparables si l’on a 

P + q = ÿ 4 - <f — (r + s) A= (r 7 -f 1 ’ ) k =i (r + u) l = (t' -f- u!) I .. .(ga). 

« 

Pour le démontrer, faisons 

(r + s)A = n, (r J +i')A=n...(93), 

et divisons par *» tous les termes du polynôme 

(M*y + Nxr'y' + etc.)», 
ce polynôme deviendra 

( Mx-y> -4- q- etc. \ » _ f M r « + Ny*' ( # \ ». 

. j ; ) 

or , les équations (q3) nous donnent 
» n 

X -r=*j 
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substituant cas valeurs dans Impression précédente, nous trouverons 

( M ■?+ ' N j? + e,c ) = [* (;) + N (i) ■ f ' e,c ] * 

ce qui prouve que lorsque les équations fgü) Ont lieu , les polynômes 
élevés à des puissances, se réduisent, comme les autres termes, à des 

fonctions de -• . 

x- 1 

y 

Par conséquent, en faisant 1 - = z, on plutôt y = zx , l’équation peut 

se réduire à une fonction de z. Pour en donner un exAple, soit 

• 

xdjr — _ydar = di y x‘ — y*. . . (94)- 

Cette équation écrite ainsi , - 

x’jr'dy — y’xodx — djr(jr»yoï— j 0 y»)’ , 

on voit que lés équations ( 91 ) sont satisfaites ; ainsi , nous ferons y =s zjr , 
et par conséquent 

dy . dz r 

j =*-4-1-7- ; 

substituant ces valeurs dans l’équation ( 94 ) , réduisant et divisant par le 
facteur commun , on obtiendra 

dz 



t£=v^, 



et par conséquent 



<lxj_ 

*~yi 



dz 



intégrant , on trouvera , art. 9j3 , 



log x = arc (sin = z) -f- C , 



on , en remettant la valeur de z , 

s? ' 



logx = arc^sin = •Q+c. 

- . ! > 

3ga. En général , lorsqu’on a ufle fonction homogène des 
variables x,y, z, etc., on peut toujours séparer l’une fies va- 
riables, par exemple x, en faisant^ = tx, z — ux, etc. (*). 



(*) Voici ce calcul : soit M <Lr -f- Ndy -f; Pdz = o,une équation 
homogène, dans laquelle M , N , P, soient des fonctions des trois variables 
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/ 

3g3. On emploie quelquefois des exposans indéterminés 
pour rendre une équation homogène : soit, par exemple, 
l'équation 

ay m x n dx -f- bx’’ dx -f- cx^dy s= o ; 

•* 

on supposera et comme l’exposant k n’est pas une 

variable , mais une constante inconnue, on différenciera par 
l’art, ai , et l’on aura 

dy = kz k ~'dz et y m = z k "'; 

en substituant , on obtiendra 

0 

' az km x*dx 4- b0dx -+* ckx*z k ~'àz es o ; 

cette équation sera homogène si l’on a , 

« ' , 1 

km -f- n —p, q + k — l=zp; 



x,y, z ; ces fonctions M, N , P contiendront des termes tels que Axfylz', 
üxr'yl'z'', C. xr"yl“z r ", et l’on aura p-bq-br—p'-b(]'-br'—p'-bq"-y.r''=n. 
Si dans l’un de ces termes , par cieinple , dans Axfylz', on substitue les 
valeurs y zx.tx , zzxux, ce terme deviendra 

Axrtùlu r x' = xr+i+f X AtUi'zszx’Atlu' ; 

la même chose ayant lieu pour les autres termes, si l’on y substitue les 
valeurs de y et de z, l’équatiog Mdx -f- Ndy -f- Pda = o aura x" pour 



facteur commun ; supprimant et facteur elle psendra la forme 
-(- F (r,u)d . Ix -bf(t,u)&.tix =Qj 
et , en exécutant les différenciations indiquées , on aura 

* J 

#(l,u)dr + F (t,u) (tdx + xdt) ) (udx xAu) = o ; 

\ 

d’où l’on tirera t ' . * 

[f (t,u) -b tF(t,u) -h u/[t,u)) dx — —x [F(t,i^dt +J[l,u)du] i 
et par conséquent 

dx_ F(t,u)dt-bfit,n)àu 1 

X ~~ p(t,u) -b tF(t,u) + ÛjltiuY 
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éliminant l'indéterminée h , on trouvera 



P — 



-.p+i—q, 



% 

équation de condition qui doit avoir lieu pour que la pro- 
posée puisse être homogène par la # substitution de..... 



j = z k — 

3q4. Il existe, sur les fonctions homogènes, un théorème 
important que nous allons démontrer de la manière sui- 
vante : 

Soit Mdx + Ndy la différentielle d'une fonction homo- 
gène z entre deux variables x et nous représentons par n 

la somme des exposans des variables , dans l’un des termes 
qtfi composent cette fonction , nous aurons dope l’équation 

*Mdx -f- Ndy=dz. . .(^5). 

Faisant - = q, on trouvera , art. 387 , 

Qx"s=z; - . 

remplaçant , dans l’équation (g5) , y par sa valeur qx , et 
appelant M' et N' ce que deviennent alors M et N , l’équa- 
tion ( 9 5) se transforme en 

M'dr -4- N'd . qx = dz ; 

et , ep substituant la valeur de z , on aura 

M'dx -f- N'd . qx xx d(Qx") ... (9 6 ) ; 

la différentielle de qx étant qdx -f- xàq , si nous mettons 
cette valeur à la place de d . qx , nous obtiendrons , 

(M' +N'q)dx+N'a:dq = d(Qx n ) ; 

or , (M' - 1 - N'q)dx étant la différentielle de Qx*, prise par 
rapport à x , on a 
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M' -f- N '<7 = nQx' 1- ' -, 

sî dans cette équation on remets au lieu de qx , elle de- 
viendra 

M + N^ = nQx*-‘, 
x 

ou * 

Mx + Ny e= ns. 

3g5. Ce théorème peut s'appliquer à des fonctions ho- 
mogènes d’un nombre quelconque de variables; car, si l'on 
avait, par exemple, l’équation 

Mdx + Mdy + Pdf = dz, 

dans laquelle la dimension fût toujours n , il suffirait de 
faire 2-x^q, -=r, pour prouver, par un raisonnement 

analogue à celui que nous avons employé , qu’on doit avoir 
* = x"F (q,r), et par suite 

Rly + Nx-f- Pf=zna. • 

Des conditions d’ intégral ilité ’ des fonctions de 
deux variables . — Intégration des fonctions qui 
♦ remplissent ces conditions . — Recherche des fac- 

teurs propres à rendre intégrables les équations 
qui ne le sont pas immédiatement. 

3q6. Lorsqu’on a une différentielle Mdx -f- Ndy = o , - 
on ne peut pas affirmer qu’il existe toujours une équation 
qui, étant différenciée, donne la proposée; car, si l’on 
différenciait, par exemple, l’équation/(x ; y) = o , et qu’on 
en tirât mdx -j- ndy» o, on pourrait multiplier cette 
équation par une fonction de x , et obtenir une équation 
Mdx -j- IVdj» = o dont les coefiiciens M et N seraient 
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différens de m et de n; par conséquent, l’équation... 

Mdx + Ndy = o , ne résulterait plus du seul procédé de 

la différenciation de * 

/(*»)0 = o. 

% 

Il en serait de même si l’on combinait arbitrairement 
mdx -J- ndy = o , avec l’équation primitive ffx,ÿ) — o : 
par exemple, en éliminant un ou plusieurs termes entre 
mdx -f ndjt = o etffx,y) = q, on pourrait obtenir une 

équation * i 

M'dx -f- N'dy = o , 

dans laquelle les coeflïciens différentiels M' et N' seraient 
différens de m et de n. 

597. Une équation qui telle que mdx -f- ndy = o , a 
été obtenue par le seul procédé de la différenciation , se 
noniihe une différentielle exacte; il en est de même de 
toute fonction différentielle qui ne serait pas égale à zéro , 
mais qu’on aurait trouvée par le seul moyen de la dif- 
férenciation. Lorsqu’une équation différentielle 

Mdx -f' Ndy = o , n’est pas une différentielle exacte, on ne 
peut songer à l’intégrer que lçrsqu’on l’a rendue une diffé- 
rentielle ‘exacte par quelque opération préparatoire. 

3 g 8 . Euler résolut le premier ce problème important : 
t°. Une équation différentielle étant donnée , déterminer 
comment on peut reconnaître lorsquelle est une différentielle 
- exacte ? * 4 

2®. Quel est le moyen d’intégrer cette équation ? 

Avant de donner une solution de ce problème , je rap- 
pellerai que , d’après notre convention , article 5 a , l’expres- 

fi* , 

sion ^ nous indique que la fonction z de x de y, a été 
différenciée par rapport à x , et divisée par dx (*) ; si en- 

(*) Soit de = Alix 4- Bdy -h Cilt , etc. , la différentielle totale de z ; 
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dz 

suite cette fonction ^ est différenciée par rapport à une 

autre variable y et divisée par dy, nous écrirons ainsi le 

• d 3 s 

résultat de cette opération : Si, au contraire, on 

eût pris d’abord le coefficient différentiel de z par rapport 

à y, et ensuite par rapport à x, 011 aurait écrit ainsi le 

... , d“a 

résultat de cette operation : -y ^. 

Lorsque z est une fonction de trois variables x,y,u‘, une 
tPz 

expression telle que indique qu’on a pris d’abord 

le coefficient différentiel de z par rapport à x , et ensuite le 

ûz 

coefficient différentiel de — par rapport à^, et enfin, le 



coefficient différentiel de 



.d*z , _ 

-j— -p par rapport a u. Pareule- 

àh • ; * 

ment l’expression J^jy5> indique qu’on a effectué ciqq 

différenciations successives sur z ? les deux premières paf 
rapport à x, et les trois autres par rapport à. y, 

399. Cela posé , le théorème d’Euler repose sur la propo-» 
sition suivante, qui a été démontrée , art. 172. 

SiC on a une fonction z de deux variables x et y, et 
qu'on prenne le coefficient différentiel de z , d'abord par 
rapport à x , et qu’on prenne ensuite le coefficient diffé-? 



le rapport n’est autre chose que le coefficient différentiel A. Si l’on 
demandait le rapport de Adjr -f- Bd/.+ Cdf , etc. , à dr, il ne faudrait 
donc pas le représenter par 'p- j dans ce cas , le rapport de la différen- 
tielle totale A dx s’écrira de l’une des manières suivantes : 



1 , d(s) 

t- de ou -j—- 

d* dx 
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rentiel de ~ , par rapport à y , on aura le même résultat 

que si Von eût d'abord pris le coefficient différentiel de 
% par rapport d y, et ensuite le coefficient différentiel de 

par rapport à x •• c’est ce qu’on exprime en disant que 

d a z d a z . L. 

dxdy dydx’ 

4oo. Si l’on a, par exemple, z = x* -f- x y> on trouve 

àz 



àz 

ch 

et par conséquent 



S = fla?+ -* dy =x ’ 



d*z 

dxdy 



d a z 

' dydx' 



' \ 

4oi. Cela ^>sé, soit z la fonction dont la différentielle 
est Mdr + Ndy; on a 

dz „ dz 

m =e- n =;ç;\ 

• / . 

La première de ces équations, différenciée par rapport à 

y, donnera 

dM _ d*z 

dy dxdy * • r - . 

la seconde, différenciée par rapport à x, donnera 
dN d a z 

dx dydx * 

Les seconds termes de ces équations étant identiques , il en 
résulte que 

dM dN , . 
dÿ— di-*’ (97); 



/ 



1 
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tontes les fois que cette équation de condition aura lieu, la 
différentielle proposée sera exacte. 

4oa. Je reconnais, par exemple , que l’expression .{. a 
(a.r — y) dx — xd_y est une différentielle exacte , parce 
que 

dM dN . • 

d y 1 dx ' 

L’expression 

(y + 3x a )dx + Ç5y* + axy)&y, 

est aussi une différentielle exacte, car 

' % * 

dM dN 

dy 2 *^ dx' 

4o3. L’équation y<dx — xdy = o n’est pas une diffé- 
dM dN 

rentielle exacte , puisque ^ = i et que = — i. En 
effet , cette équation dérive de celle-ci : 
yd.r — xdy 

y °» .. 

trouvée immédiatement par la différenciation , et dans la- 
quelle on a supprimé le diviseur commun _y a ; en le resti- 

1 JC 

tuant, on aura M=-,N = -, et la condition : 

y ' y 

dM dN 

-t— = sera remplie, 
dy dx 

’ 404 . Proposons-nous maintenant d’intégrer une différen- 
-tielle à deux variables , lorsqu’il a été reconnu qu’elle est 
exacte. Pour cet effet , nous remarquerons d’abord que 
lorsqu’une fonction z de x et de .y, par la différenciation, 
a donné Mdx-f- Ndy, le terme Mdx a été obtenu, en re- 
gardant y comme constant. Par conséquent , lorsque nous 

*3 
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9 f * , ' ^ 

•“intégrerons la partie Mdx , la constante que nous a) ou té- 
terons , pourra renfermer^, et en la représentant par Y, , 
sauf, si le cas l’exige , à regarder Y f comme une constante 
ordinaire ,=nous écrirons I > 



u = /Mdx + Y = o. . .(98). 



Cette équation étant oelle qui , par la différenciation , a 
dù nous donner Mdx 4 * Ndy = 0, il suit de là que IV n’est 
autre chose que le coefficient différentiel de /Mdx -}- Y, 
par rapport ky. 

En effectuant cette différenciation, nous aurons 
d/Md*. dY. 

on tire de cette équation 

dY d/Mdx 

ü y~ à y * ■ ... 

et en intégrant, 

• ï =/( ,i - 

cette -valeur de Y étant mise dans l’équation (98), nous 
obtiendrons • * 



u=/Mdx+ /(N- d Æ')d 7 ...( 99 ). 



Il est à observer que N ■ 



d/Mdx 



ne renferme pas x 



puisque cette expressioil , multipliée par dj , doitdonnerpour 
intégrable une fonction Y de la seule variable 

4°5. Pour démontrer que l’expression ?! — n ’ e ,t pas un o 

fonction de x , nom en prendrons le coefficient différentiel par rapport 
4 k x , et nous aurons 
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dÿ d'd/Mdx) , , 

et en changeant l’ordre des différenciations, la seconde partie de ce lté 
expression deviendra 

' • flQ 1 /Mdx) _ A dj J 

Ardjr dy ^ 

» * ‘ 
Or , l’intégrale _/"Mdx ayant e'té prise par rapport à x, la différentielle dé 

/Mdx , relativement à la même variable x , sera Mdx; donc — • — = M, 



ce qui réduit l’expression 



. V dx J . dM 
,on d,: à dn'* 



substituant cette- valeur 

dN dM 

dans l’expression (100), nous aurons — — ; or, celte quantité est 

nulle d’après l'équation de condition d’integrabilité , d’où il suit que la 
différentielle de N — par rapport à x, est nulle, ce qui prouva 

que cette expression ne rcnfeitne pas x. 

4o6. Aü moyen, de la formule (g8) , on peut intégrer, 
toute fonction de deux variables qui satisfait à la condition 
d’intégrabilité. Prenons pour exemple, 

(Sxy — y a ) dx -j- (Sx 1 — 2xy)dy. . . (tôt). 

En comparant cette expression à la formule Mdx + Ndy , 
nous avons ' H . 

6 xy — 3 x * — zjcy = N. . . (102). 

Par conséquent, la condition d’intégrabilité est remplie/ 
puisque l’on trouve 



dM „ ’ dN 

d,-= 6l - ! «'=di ! 



intégrant l’eypression (Sx)’ — y a )dx , dans l’hypothèse de y 
constant, nous aurons 

/Mdx =/(6xy — y 1 ) dx = 3x^y — y x ; 

i S . 
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substituant cette yaleur et celle de N dans l’équation (93) y 
nous obtiendrons 

u = 3 x*y — _y*x -J- jf |^ 3 x*-— ixy — - -fe 

La partie affectée du signe d’intégration , en exécutant la 
différenciation indiquée, se réduit à 

/(Sx* — 2 Xy — Sx* -f- 2yx) dy -, 

* 

et , en ôtant le signe d’intégration , on a une différentielle 
dont les termes se détruisent : il résulte de là que l’expres- 
sion représentée par 

p^Zx' — 2xy — X ~2 à y , 



est constante , vu que toute, quantité dont la différentielle 
est nulle, est constante; d’où il suit que l’intégrale cherchée 
est 3 x*y — y*x •+• constante. * 

407. Si l’on n’eût pas voulu employer la formule trouvée 
par l’article précédent , on aurait pu faire directement le 
calcul de la manière suivante : 

On intégrera l’expression (101), en regardant y comme 
constant, et l’on aura 



/Mdx = /(6xy — y*)dx + Y, 
ou 

it = 3 x“y — y’x-f-Y. . .(io 3 ); • 



différenciant cette équation par rapport à y, on ob- 
tiendra 



du 

àÿ 



= 3 x* 



, dY 



..(104) : 



-Ç- n’étant autre chose que le coefficient de dy dans l’expres- 
sion (101), nous avons aussi 



Digitized by Google 



INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES EXACTES. a<$ 

< '• du 



dy 



= 3x“ — axy ; 



d¥ 



comparant ces valeurs , nous trouverons ^ = o , et par 

conséquent Y = constante ; mettant cette valeur dans l’équa- 
tion (io3) , nous trouverons 

u — 3x a y — >y % x -f- constante, 

4o8. Soit encore la fonction 

(p.y'x -f- 3 y 3 ) dx + (fix*y -f - gxy* + 8 y 3 ) dy ; 
si on la compare à l’expression Mdx + Ndy, on trouvera 
M = zy'x -f- 3 y 3 , N = ax°_y + gxy* + 8y 3 ; 
et comme l’on a 

dM , , dW 

la fonction proposée est une différentielle exacte. Intégrant 
par rapport à x , nous aurons * ' 

/Mdx — ^X* + 3^x -j- Y, 

u ==y*x* 3y s x 4- Y ; 

différenciant cette expression par rapport à^, on obtiendra 

du d(y*x î 4-3y 3 x) ", dY 

^ + dj ; 

d’une autre part ^ représentant le coefficient de dy dans, 
l’équation proposée , nous aurons encore • 
du 



ou 



^^.2X 3 J/ + 9xy‘4-8y; 
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fi 94 

de ces deux valeurs de ^ on tire cette équation 

+ S = 3 <y + Vÿ + 8/, 



d y 



et en effectuant la différenciation indiquée par rapport à y, 

on * dY 

zx*y + 9 y*x + — a x*y + gry» 4- 8/, ( 



équation qui se réduit à 



donc 



dY 

tfy' 



= 8/i 



j Y — /8j% = 2 /4-C, 

et par conséquent l’intégrale cherchée est 

u — y* x* -f- 3 y 3 x -f- 2/ -f- C. 

4 cg. On a vu , art. 4 o 3 , que l’équation y$x — xdy=o^ 
M’était pas une différentielle exacte ,‘ parce que cette équa- 
tion avait p^rdu le facteur commun ^ ; on sent donc qu’i| 

peut exister des équations qui , telles que celles-ci, ne sont 
pas immédiatement intégrables, mais qui le deviendraient si 
on pouvait restituer ce facteur. 

• 4 1 o. Soit eù général l’équation Pda? -f- Qdy» = o, qui 

est une différentielle exacte , et z le facteur commun , que , 
pour plus de généralité, nous supposerons une fonction de 
cç et de y\ nous aurons 

. j P = Mz , Q=Ns. 

Si l’on substitue ces valeurs dans.l’équation précédente, 
Je facteur commun z disparaîtra , et l’on aura 

Mdx Ndy =’o . , . (1 o 5 X 
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L’équation. Pdx -f- Qdy = o étant une différéntieUfe exactef 
par hypothèse , on aura 

dP çK> 

âÿ— dî>' :: - i: • -i 

mettant pour P et pour Q leurs valeurs, cette équation de- 

fiendça • ' 

* dMz dNz . 

~ày —~dx> , . . * 

et en développant, on trouvera 

Mds zdM Ndz. zdP?' Y _ 

-àÿ + -ày = -àï + ^” (,o6) - 

^ * d 

4 i i. Lorsque le facteur commun z est constaut, t— et 

dy ax 

étant nuis , l’équation (10S) devient 



dM 

à y 



.dS 

“ dx’ 



et par conséquent la condition nécessaire pour que l’équa- - 
tion (io 5 ) $oit une différentielle exacte , est remplie. Mais 
lorsque z est une fonction de x et de y , la détermination de ■ 
z dépend de l’équation (10S) ; or , cette équation est plus 
difficile à intégrer que la proposée , qui ne renferme que 

le seul coefficient différentiel ^.tandis que l'équation (106) 

renferme les deux coefficiens différentiels et et con- 

dx dy 

tient trois variables x /y, z. 

4 12. Si l’équation est homogène , il est très facile de dé- 
terminer ce facteur ; car soit Mdx-+- Ndy = o , une équa- 
tion homogène, qui devienne intégrable par la multipli- » 
cation d’une fonction homogène z, de x et dejr, appelant it 
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l'intégrale de l'équation zMdx-f-zNdy = o, on a 

zMdx -f zNdy = du . . . (107) ; 

b * ♦ 

Cette équation étant homogène, on en déduit, art. 3 94. 

, jMx + îNy=:mi — (108); 

or, si la dimension de M est représentée par m, et celle, 
de z par k , la dimension de l’un dès termes zMx , zNy, 
sera donc m + k 1 ; cette valeur étant mise à la place de» 
n , dans l’équation précédente , nous aurons 

zMx+zNy = (m + i+ i)u ; 

divisant l’équation (107) par celle-ci, nous trouverons 

Mdx -J- Ndy du 1 

* Mx-f-Ny ^ u ^ m + l t + x* 

Le second membre de cette équation étant une difierentielle. 

exacte , il en doit être de même du premier ; d'où il suit que. 

r 

doit être un facteur propre à rendre intégrable. 



Mr + Ny 
l’équation homogène Mdx -f- Ndy = o. 

4 » 3 . Si le facteur commun z , qui doit rendre homogène la 

• àz» 

proposée , n’est fonction que de x , on a = o , ce qui ré- 

duit l’équation (io6)à 



d’où l’on tire 



zdM 
d X ‘ 



Ndz dN 
dx * dx * 



— /^Ë_ M _ dN< \ 

Z \dy ' dx/ 



dx 



s dy 



et par conséquent 



/dM_dN\ , 
dz î dy dx ). 

J x '" 



0 ° 9 )i 
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intégrant , on a • 

/?dM_dN\ 

multipliant par loge, changeant le coefficient de loge en 
exposant, et passant aux nombres, on trouve 

/ ifdM «K. 

d*J ....(,, 0 ). 

Il ne s’agira donc plus que de multiplier l’équation pro- 
posée par ce facteur z , pour qu’elle devienne une différen- 
tielle exacte. 

4\4- Soit, par exemple, jdx xdj'nro; on obtient 

dM dN 
àÿ àx~~ a> 

ce qui réduit la formule ( 109 ) à 

- 4 • 

/ dz radx 

.'•••• ' ■ • .. ’ f . 

d’où l’on tire, en intégrant, 

* C 

logz=— alogx -f- log C=— log -f logC= lpg — ; 

' -C 

et en passant aux nombres , on trouve z = — : par consé- 
quent l’expression ■ ' TC ^ sera une différentielle 

exacte. 

4i5. On peut trouver une infinité de facteurs qui jouissent 
de la même propriété. En effet, soitz un facteur qui rende 
exacte l’équation Mzda:-)- Nzdy 5 =ro; en représentant par 
y l’intégrale de cette équation , nous aurons 

MzdLc -J- Nzdy = du ; 
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multipliant les deux membres par qu, nous obtiendrons 
Qu (Mzdx -f- Nzdy) = 9udu. 



La forme de Qu étant arbitraire , nous pouvons faire , par 
• exemple, Qu=au 2 , et alors aa 2 du étant une différentielle 
exacte 

au’ (Mzdx + Nzdy) = 2u 9 du 

' \ 

en sera aussi une ; donc le facteur aza 1 aura la propriété de 
rendre intégrable l’expression • 

Mdx -4-Ndy =• o. 

Oh voit qu’on peut faire une infinité d’autres hypothèses 
sur çu. 



Des conditions d'intégrabilité des fondions de trois et tf un 
plus grand nombre de variables. Intégration des équa- 
tions de trois variables qui y satisfont. De l’équation de 
condition qui a lieu pour que l'intégration des équations 
différentielles à trois variables dépende d’un facteur com- 
mun, et des moyens de satisfaire n la proposée , lorsqu e 
cette équation de condition n J existe pas. 

4i6. Proposons-nous de déterminer lés conditions d'intégrabilité de I» 
différentielle d’une fonction de trois variables cette fonction étant 

représentée par u, noos aurons 



par conséquent 



di*:= Md* -+■ Nd/ -f- Pd: . . .(il »); 



du 



dit 



*-£• «=£» p =ï- 



On peut combiner deux à deux ces équations, de trois manières di®- 
rentes : 

<lr 

du lia 



dfu _ _ 

1°. -T- = M et 
clr 



s‘.. r ssM et ~ = 
ni as 

_ du _ T du _ 

*•■3 r = N cl Tü = p - 



I 
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417. Par une démonstration analogue à celle que nous avon^lonnég 
précédemment, on déduira de ces équations celles-ci : 

dM dlV dM dP dN dP . 

<ly dx ’ de dx ’ de dy* 

En général , s’il y in variables , on aura autant d’équations de condi- 
tion que ccs variables peuvent donner de produits distincts deux à deux, 

et par conséquent — — — équations de condition. 

4 t 8 . Lorsque la différentielle du est nulle, l’équation (lit) se ré- 
duit. A •* 

Mdx + Nd/+Pde = 0 j 

mettons la sous la forme 



en faisant 



dz = mdx -f- ndjr . . . (n 3 ), 

N 



M 

P = - ra 



i = — n. . . (x 14). 



Or, si nous regardons s comme une fonction de x et de y-, nous pour- 
rons traiter l’équation (1 13 ) comme ^ elle ne renfermait que ccs deux 
variables ; par conséquent , la condition d’inlégrabilité se réduira à celle 
de l’ait. 401 , r’csl-A dire qu’il faudra que la différentielle de ni , prise par 
rapport Ji y, ctdivisée par cette variable, soit égale à la différentielle de n 
par rapport à x r ct divisée par x. Pour obtenir ccs expressions, nous remar- 
querons que la première ne sera pas seulement , mais devra avoir un 

second terme provenant de la différenciation de la variable z, regardée 
comme fonction ce tciurc sefa donc représenté, art. aj, par 

p — . Ce que nous disons de la différentielle totale, prise par .rapport A 
y, devant s’appliquer A la différentielle totale, prise par rapporta ar, 
l’équation de condition (97), art. 401 , sera , dans le cas présent, 

dm dm dz dn di? dz 

djr dz df ilx d» dx ’ » . . 

transposant et observant que, d'après l'équation (u 3 ), — tn , et qne 

dz 

r- — u, on a 

V 

dm (m dm. dn •« . , 

■^ _ rx +n 
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Or, cnStliffércnciant tes équations (u4)> d’après l’art, ig, on a 



dm _ 


P d /-M^ 
dy <ly 


d/l 


dN dP 

dx dx 




p, 

p^-mS * 

N dz dz 


dx 


p. ’ 

'm P?-»? 

M dz dz 


dm 


dn 


dz 


p- p. 


m Tz 


P ’ P J 



Substituant ces valeurs dans l’équation (n5), réduisant les deux der? 
niers termes et supprimant le dénominateur commun P*, nous trou- 
verons , en changeant tous les signes , , 



„dM nl dP n dN «J dP „dM , ..dN , _ 
P ^- M ^- P di +N dï- N dr+ M ai= o -(”6)- , 



Telle est l’ëqualion de condition qui doit avoir lieu pour que i puisse 
être considéré comme une fonction de deux variables indépendantes x 
et y, c’est-à-dire pour qu’il puisse exister une équation finie entre. ces 
trois variables ; par conséquent , si l'on prend au hasard , une équation 
Mdx ■+■ Ndj' -f- Pdz z= o , entre trois variables, avant que de savoir si 
l'équation (n 6 ) est remplie, on ne pourra pas affirmer que l’une des 
variables est fonction des deux ai^es ; c’est-à-dire que l'équation difie- 
rentielle proposée nécessite l’existence d’une certaine équation entre 
x , y et z, on, en d’antres termes, que cette équation différentielle ait. 
nue équation unique pour intégrale. 

4tg. Une équation différentielle à trois variables , ponr laquelle l’éqna- 
tion (r 16 ) ne se réalise pas , était autrefois regardée comme absurde, ou 
dn moins comme insignifiante ; M. Monge, ainsi que nous allons bientôt 
le faire voir, prouva qne l’on était dans l’erreur. 

4ao. Lorsque Ica équations (1 ta) ne sont pas satisfaites , si nons repré- 
sentons par x le facteur propre à rendre Mdx -f- Ndy -+■ Pdz une diffé-> 
rentielle exacte, les équations de condition (lia) deviendront 

dxM_dxN dxM dxP dxN _rbJP 

dje dx ’ dz djr ’ dz dy ’ 
effectuant les différenciations indiquées , on obtient 




Y 
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Si l’on. multiplie la première de ces équations par P, la seconde par 
— - N, et la troisième par M , et qu’on les ajoute , les termes qui ne sont 
pas entre les parenthèses se détruiront; l’équation étant divisible par X, 
ce facteur disparaîtra , et il restera 



pÜM.pdN 

Ay dx 



_.dM , „dP , „<IN _,dP 

- M d7 +N di + M d ï-* l Ty = 






' • 



ce qui est l’équation de condition (i 16 J, que nous avons vu être néces- 
Hire pour que l’onedes variables soit fonction de* deux autres : résultat 
qui s’accorde avec ccttc hypothèse ; car si la proposée pouvait devenir 
intégrable parla restitution d’un facteur, elle conduirait h une équation 
uniqne entre .r , y et z, équation qni serait contradictoire avec ce qui 
précède , puisque l’un< des Tariables serait fonction des deux autres. 

4'ii. Examinons de quelle manière on peut déterminer l’intégrale 
lorsque l’équation ( 116 ) est satisfaite. Pour cet effet, regardons d’a- 
bord z comme constant dans l’équation Mdx4-Ndy4- Pdz =*o , et 
nommons \ le facteur propre à rendre cette équation une différentielle 
exacte ; nous en représenterons l'intégrale par V, « alors V sera , en 
général, une fonction de trois variables x, y, z; cette intégrale. devra 
être complétée par une constante arbitraire fonction de s , que nous dési- 
gnerons pas fz , de sorte que noos aurons 

V+*z==o. 

Le coefficient différentiel de cette équation, pris par rapport h î, devant 
être identique au terme qui multiplie dz dans l» proposée, il faudra que 
l'on ait 

dV d.z •. . * 

rtJ + dT = P ’ 

d’où l’on tirera 

• _ 

Comme le premier membre de cette équation ne contient que z, le second 
doit sc réduire \ une fonction de z, qui étant intégrée, donnera la 
valeur de pz. 

4>x Soit, par exemple, l’équation 



^■zdx 4- xzAy 4 - xydz = o ; 

intégrant yzix 4 - xzdy, en regardant z comme constant, on trouvera 
**y + fzz=oj 
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cette équation, différenciée par rapport h s,. divisée par ds et égalée ad 
coefficient de c h de la proposée, nous donnera 



*?■ 



dts 

•dT = ^ J 



donc 



der 

1T 



* s . 

et par conséquent tz = constante ; d’oit nous déduirons xyz + C pou* 
l’intégrale de la proposée , comme on deTait s’y attendre. 

4 * 3 . Soit maintenant l’équation Mda: -+• Ndy -h Pds = o , une équa- 
tion différentielle , pour laqncUe l’équation de condition (| tff) ne se réa- 
lise pas ; désignons par * le facteur propre seulem«.it à rendre intégrable 
la partie Mdx -h î% , prise en regardant a comme constant, cl multi- 
plions la proposée par ce facteur ; nous aurons 

*Mdx + xNdy -f- xPda = o. . .(117) ; __ 

intégrant la partie xMdr + xNdy dans l’hypothèse de a constant , l’inté- 
grale que nous obtiendrons pourra être représentée , comme dans 1 «- 

ticle 4 al > P ar V + 

La différentielle de cette équation étant prise par rapport aux trois va- 
riables , nous ne pourrons en conclure son identité avec 1 équation (1 17) , 
puisque Celle-ci ne peut provenir de la différenciation d’une autre; d oi. 

à suit que l'équation • 

dV dj»z 
dï + "d * = 



: xP...(ll8) 



„« -peut subsister que par une condition indépendante de l’bypothese 
danT laquelle l’équation <tf 7 ) provienne d’une seule équation différenciée. 

Comme nous n’avons pour but que de satisfaire à l’equation (n 7 ), nous 

Sortirons de celte hypothèse et nous établirons arbitra, rement entre le. 
«ariablcs x , y et A la relation (n8); alors les, équations 



V + ?s = o et 



dV 

di 



_^f =I vP. 

dz r 



•(119) 



• ■ .s rMinniîna tnd en différenciant la première 

«atisferont conjointement i 1 équation ■ en u “‘ ‘ 

>Mdx -4- xNdr , et la seconde des équations (t 19) , mulupl.ee par * , 
donnera la valeur du terme Xpdz* 
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INTÉGRATIONDES FONCT. DE TROIS VARIABLES. 3 o 3 
Prenons pour exemple l'ofuation 

yt\y -f- zdx = dz j 



si Pon regarde * comme constant, le facteur propre h rendre intégrable U 
partie yày -f- zdx , est 2, par conséquent nous aurons 

aydy + azdx — adz = o. ..(tao) ; 

* • 

cette équation sera satisfaite par le système des deux suivantes : 

. de* . , \ 

y* +UX + çz — o , ax-f- -jjj -+- 2 = 0. . .(tai). 



En effet, la première étant différenciée par rapport à toutes les va- 
riables , donnera 

aydy -I- azdx -+- axd z - 4 - d* = o ; 



tirant de cette équation la valeur de ayd y + azdx , et la subtituant dans 
r équation II 20), on réduira celle-ci 1 



— ■ axd* — ^- Z dz — ad* = 0, 
d z 



équation satisfaite d’clle-méme, en vertu de la seconde des équa- 
tions (iar). 

4 a 5 . Les équations (tat) nous'montrent qne la forme de la fonction 
ÿz est abselnment arbitraire, et que, par conséquent , si l’on fait, par 
exemple , fz — z 1 , le système des équations 



y* -f-azx -f-z 5 = o, ax + îz* — 2 = 0. ..(122) 
y satisfera aussi. 

426. Au moyen de ccs deux équations entre trois variables, on pourra 
construire ( note septième) une courbe à double courbure qui , dais 
tons ses points, satisfera à la proposée j mais si au lieu de prendre 
fz zztz 5 on prenait pour pz une autre fonction de z , on déterminerait 
une autre courbe h double courbure , qui satisferait également i la pro- 
posée; d’où il suit que les équations (i»t) représentent une suite de 
•Courbes à douille courbure qui satisfont h la proposée , et qui sont lices 
entre elles par la propriété commune que leurs équations ne diffèrent 

.1 - . dez 

outre elles que par les termes représentes par »z et par 



\ 
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Théorie des constantes arbitraires. 



427 . Une équation étant donnée entre les variables x, y 
et des constantes , on obtiendra , en la différenciant , une 
équation qui devra renfermer le coefficient différentiel 

^ , de sorte qu’on pourra représenter ainsi ces deux équa- 
tions : 

F(*O0 = o> K*tf>lD= 0 ---( ia3 )- 



• Les variables et les constantes ayant les mêmes valeurs 
dans ces équations , je puis , en général , éliminer entre 
elles l’une des constantes ; je dis en général , car il y a tel 
cas particulier où cette élimination deviendrait imprati- 
cable ; par exemple , si l’on avait l’équation y=.ax-\-b, et 

par conséquent a , on pourrait bien éliminer la con- 
stante a\ mais , à moins de supposer une relation donnée & 
part entre a et b , il serait impossible d’éliminer b entre ces 
équations. Cette remarque suffit pour faire concevoir le sens 
général que l’on doit donner à toute cette théorie des con- 
stantes arbitraires. Pour revenir à notre objet, en éliminant 
donc une constante entre les équations (iu3) , on obtiendra 
une équation du premier ordre , qui renfermera une con- 
stante de moins que l’équation F(x,y) = o; si l’on diffé- 
rencie deux fois de suite l’équation F (x,y) = o, en y com- 
prenant celle-ci , on aura les équations suivantes : 



F(x < y)=o > F(x î y,g)=o,F(x >< y, 5 ^ > ^)=o... 



(134). 



On peut, entre ces trois équations, éliminer deux constantes; 
et comme les équations auront toutes été employées à cette 
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Opération, celle qui en résultera devra contenir les mêmes 
coefficiens différentiels , et par conséquent sera du second 
ordre; mais elle aura deux constantes de moins que l’équa- 
tion F(.r,y)=ro; et, en général, on voit que l’équation 
■différentielle de l’ordre n ne peut contenir que n constantes 
de moins que l’équation F(a;,j) = o , de laquelle elle dérive. 



4 a 8 . Soient a et b les constantes qu’on peut éliminer au 
moyen des équations (124)» et q uon nomme des con- 
stantes arbitraires (*) ; si l’on élimine b entre F(.r,y) = o et 

l’équation F^r,y,^j^ = o, qu’on déduit de cette dernière 

par la différenciation , on obtiendra une équation différen-» 
tielle du premier ordre , que nous représenterons par 




. . (la 5 ). 



D’une autre part , le résultat de l’élimination de a, entre 
les mêmes équations F(r < y) = o et F (x,y, == o , nous 



donne 






429. Si, par un moyen quelconque, on parvenait à trouver 
les équations ia 5 etia 6 , on voit qu’il suffirait d’éliminer 

entre elles ^ pour obtenir l’équation Ÿ{x,y) =1 o. Si l’on 

< r 

■ ■ ■ 1 ■ ... .. . I ... I 1 . . . . . ■■■■ ■ ■ L. 



(*) Elles sont ainsi appelles, parce que Tune quelconque de ces con-* 
staates peut être regurdcc comme celle qui dérivé de l'intégration d’ùoa 

équation différentielle du premier ordre. En effet, soit l'équation. 

ftx ,jr, a, b, etc.) = o; on en tire p(jr, y, b, etc.) ip a , et en différenciant 
on a d y, b, etc.)=: o; par conséquent a peut être considéré rom mû 
la constante arbitraire qu'on ajouterait A l’intrgrale de d«(ar, y, />, etc.). 
De méme^deux quelconques de ces constantes peuvent être regar iêes 
comme jirr^Siant de l’intégration d’une équation différentielle du second 
Ordre, ePaiusr de suite. 



%5o6 r. • CALCOt INTÉGRAL. 

élimine la constante a entre l’équation (ia 5 ) et celle 
qu'oa en déduirait par la différenciation, et qu’on éli-r 
mine de même b entre l'équation (ia6) et celle qu’on en 
déduirait par la différenciation , on obtiendra deux équa- 
tions du second ordre, qui ne contiendront plus les Con- 
stantes arbitraires a et b, et qui , par conséquent , devront 
“coïncider , autrement les valeurs de x et de y ne seraient 
pas les mêmes dans l’une et dans l’autre; il suit de là 
qu’une équation différentielle du second ordre peut provenir 
de deux équations différentielles du premier ordre, qui sont 
nécessairement différentes , puisque la constante arbitraire 
de l’une n’est pas la même que la constante arbitraire dé 
l’autre. 

Y dy d 2 y \ , 

Représentons par f (x.y, — ) — 0 cette équation 

'différentielle du second ordre, qui provient de l’élimination 
des constantes arbitraires a et b) les équations (ial>) et (126) 
Cn sont appelées les intégrales premières , l’équation primi- 
tive F(x,y) = 6 en est l’intégrale seconde. 

43 o. Appliquons les mêmes considérations à l’équation 
différentielle du troisième ordre : en différenciant trois fois 
de suite l’équation F (x,y) = 0, nous aurons , en y compre- 
nant cette équation , « 

=°- •; ; ’ ‘ 



T(x,ÿ) = 0, 
_/ dy d 5 v \ 



St\ - 

V^’dx’dx^’dxV — 



oi - 



Ces équations admettant les mêmes valeurs pour chacuns 
des trois constantes arbitraires que renferme F(j,%y) = Oj 
on peut en général éliminer ces constantes entre ces équa-4 
tious, et obtenir un résultat que nous représenterons par 

dy n » 



' •K'o'.fe. àè* • Cla 7> 3 ' •• 



a 
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ce sera l’équation différentielle du troisième ordre de. . . 

F(x,_y,) — O, et de laquelle les trois constantes arbitraires 
seront éliminées; réciproquement, F(*r,^) =o sera l’inté- 
grale troisième de l’équation (127). 

43 1 . Si l’on élimine successivementChacunedesconstantes 
arbitraires entre l’équation F(x,y) = o et celle que l’on eu 
tirerait par la différenciation, on obtiendra trois équations 
du premier ordre, qui seront les intégrales secondes de 
l’équation (137). • 

Enfin , si l’on éliminé deux des trois constantes arbi- 
traires, à l’aide de l’équation F(r,_y) =a*o et des équations 
que l’on en déduira, par deux différenciations successives , 
c’est-à-dir# si l’on élimine ces constantes entre les équations 

F(xj)=o, F(x,j,g)=o, F (x^^,g) ==0 ...( ia 8), 

on. pourra conserver successivement dans l’équation qui 
proviendra de l’élimination, l’une des trois constantes ar- 
bitraires; par conséquent aura autant d’équations que 
de constantes arbitraires. Soient donc a ; b, c ces con- 
stantes arbitraires; les équations dont nous parlons, con- 
sidérées seulement sous le rapport des constantes arbitraires 
qu elles renferment , pourront être représentées ainsi : 

Çc = o, çb = o, ça =0. . .(129). 

Comme les équations (128) concourent toutes à l’élimina- ' 
tion qui nous donne l’une de ces dernières, il suit de là-que 
les équations (129) seront chacune du second ordre; on les 
appelle les intégrales premières dé l’équation (127). 

43 a. En général, uneeéquation différentielle d’un ordre 
n aura un nombre n d’intégrales premières, qui contien- 
dront par conséquent les coelficiens différentiels depuis 

— jusqp’à^-^ inclusivement, c’est-à-dire un nombre • 

ao, . 
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n — i de coelliciens différentiels ; et l’on voit que lorsque 
ces équations sont toutes connues, il suffit d’éliminer entre 
elles ces coelliciens» différentiels pour obtenir l’équation 
-primitive. • < 

Des solutions particulières des équations diffé- 
rentielles du premier ordre. 

1 1 4 # 

433. Nous av<5ns vu , art. 355, qu’une intégrale particu- 
lière pouvait toujours se déduire de l’intégrale Complète, en 
donnant une valetff convenable à la constante arbitraire 
que renferme cette dernière •, il ne faut pas croire cepen- 
dant que, pour toute équation différentielle proposée, là 
valeur qui peut y satisfaire doive toujours se trouver com- 
prise dans l’une de oes intégrales particulières. Par exemple t 
si l’on avait l’équation 
i 



» dy f/ ** -+-y ,a — a* = xàx -|-ydjt. . .(i3o), 

. • *■ 

dont l’intégrale complète est 



y + c= v/^+y — a*, 

«t qui , par conséquent , étant élevée au carré , devient 
scy cî — a: 1 -f- o a = o . . , (tôt) , , 

■ • .1. . .. ’ . v -i .. 

il e3t certain qp en donnant à c une valeur constante arbi- 
traire, on obtiendra une intégrale particulière, qui aurait 
la propriété de satisfaire à la proposée. On y peut .encore 

satisfaire par l’équation • 

. 1 ._ , ^ , 

ar*-}-y i: = c a . . .(i3a); 

. 1 • • ;■> 

car cette équation étant différenciée , donne xdx==-*-ydy; , 
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SOLUTIONS PARTIC. DES ÉQUAT. DIFFÉRENT. 3à(y 

<wtte valeur et celle de x“ -f-y* étant substituées dans 
l’équation (i3o), en font détruire tous les termes ; et néan- 
moins l’équation (r3s) n’est pas comprise dans l’intégrale 
complète, car, qjÉelque valeur constante que l’on donne à 
c dans l'équation' (i3i), jamais cette équation ne pourra 
amener l’équation (i3a), puisque la première étant celle 
d’une parabole , ne peut, dans aucun cas, devenir l’équa- 
tion (i3a) , qui est celle d’un cercle. 

Cette équation (i3s), qui satisfait à la proposée sans être 
renfermée dans l’intégrale complète, s’appelle une solu- 
tion particulière ou singulière de la proposée. Clairaut, 
dès 1734 , avait remarqué ce fait, et l’on crut long-temps 
que ces sortes d’équations n’étaient pas liées à l’intégrâle 
complète; Lagrange fit voir qu’elles en dépendaient, et à 
ce sujet, exposa la théorie que nous allons développer.™ ^ 

434. Soit Pdx -f- Qdyr = o , une équation différentielle 
du premier ordre. On peut concevoir cette équation comme 
provenant de l’élimination d’une constante c entre une cer- 
taine équation du même ordre , que nous représenterons par 
Mdr-|-Ndy=o, et l’intégrale complète F(x,y,c)= ode cette 
éqyation. Or, dès que tout se réduit à prendre la constante 
c de manière que l’équation Pdx- -f- Qdy = o , soit le ré- 
sultat de l’élimination , on sent qu’il est même permis d* 

faire varier cette constante pourvu que l’équation 

Pdx -f- Qdy r= o ait lieu s dans ce cas , l’intégrale com- 
plète F(r,_y,c) — o prendra une plus grande généralité, et 
représentera une infinité de courbes de même genre, diffé- 
rant les unes des autres par un paramètre , c’est-à-dire par 
une constante. Cette hypothèse est admissible , puisque , 
lorsque l’équation Pdx -f- Qdy' =3= o est donnée , il est dans 
l’esprit de l’analyse de ne rejeter aucun des moyens qui 
•ont pu amener cette équation. 

435. Supposons donc que l’intégrale complète étant; 
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différenciée, en considérant c comme variable , on ait 

obtenu 

Mdr + Ndjr -f- Cdc = o...^.(i33), 
équation qui peut se mettre sous ces deux formes : 

dx + M d .y + 5î dc = ::o > ^ d ' c +^ + ^ d < ? =°- 

Il est certain que si M et N restant finis, Cdc est nul, le . 
résultat de l’élimination dé c entre F(;r,y,c) = o , et l’équa- 
tion (i33) , sera le même quç celui de c entre F(x,y,r) =0 
et. l’équation Mda? + Ndj = o, résultat qui, par hypo- 
thèse , est Pdx Qdy s= o ; car, dans ce cas, l’équation 
015), par la raison que Cdc est nul, ne diffère pas de 
^Idx -f- Ndy = o ; mais pour qu’on puisse avoir Cdc = o, 
il faut que l’un des facteurs de cette équation soit nul , 
c’est-à-dire que l’on ait 

de = o ou C — o. 

»” 

Dans le premier cas , dc = o donne c — constante, comme 
cela a lieu pour les intégrales particulières ; dans le second 
cas, l’équation C= o renfermera c ou en sera indépendante ; 
si elle renferme c, il peut arriver deux cas, ou l’équation 
C~o ne contiendra que des constantes , ou cette équation 
contiendra c avec des variables ; dans le premier cas, l’ équa- 
tion C=o donnera encore c= constante , er dans le second 
cas, elle donnera c=f (x,y) (+) ; cette valeur, étant sub- 
stituée dans l’équation F(jtyy,c) — o, la changera en une 
autre fonction de x et de^, qui satisfera à la proposée sans 



(*) Bien entendu que cette équation renferme comme cas particuliers, 
ceux où l'on aurait 

tc/l ou c == jy. 

i 



! 
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ïtre comprise dans son intégrale complète , et par consé- 
quent en sera une solution singulière ; mais on aura une in- 
tégrale particulière si l'équation c=f (x.y») , au moyen de 
l’intégrale complète, se réduit à une constante. '' 

43S. Lorsque le facteur C = o de l’équation Cdc= o rife • 
contient pasla constante arbitrairec, on connaîtra si l’équa- 
tion C =0 donne lieu à une solution particulière , en combi- 
nant cette équation avec l’intégrale complète. Par exemple, 
si de 0 -== o on tire x == M , et qu’on mette cette valeur 

dans l’intégrale complète F(x,y,c) = o , on obtiendra. 

% 

c = constante — B , oq c ~fy ; 

dans le premier cas, C = o sera une intégrale particulière* 
et dans le second , une solution particulière. Voici de quelle 
manière je crois qu’on peut le démontrer : considérons . d’a- 
bord le premier cas ; c étant une constante arbitraire met- 
tons B à la place de c , , dans l’intégrale complète, cette * 
intégrale deviendra F(x,y,B) = o ; par conséquent puisque 
x = M réduirait F(x,y,r) = ojà c = B, x— M changera, 
Ffx.y^B) = oen B = B; ce qui annonce que les x et lesyr 
se détruiront mutuellement; mais, au lieu de tirer xr=M , 
de C== o pour en mettre la valeur dans F(x, y,B) = o , ou * 
peut égaler entre elles les va'eurs x = M et x = N, tirées 
•es équations C = o etF(x,y',B)=o; et, comme ces valeurs 
de x doivent être identiques , nous pouvons en conclure que 
C=o n’est autre chose que ce que deviendrait F(x,y,c) = 0 , 
en y changeant c et B ; c’est-à-dire que C = o est une inté- 
grale particulière. 

Dans le second cas où la valeur x=M réduit l’intégrale 
complète à c-==fy, si, dans cette intégrale, on change c en 
fy, on aura F(x,y^) = o, équation qui deviendra iden- 
tique en remplaçant x par M, puisque cette valeur réduit 
F(x,_y,c) = o à c=.fy. Il suit de là que les valeurs de ± Ki 

1 « 



' ! 
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données par les équations x — M et F(c,y,fy')=0 , doivent; 
être identiques, et que, par conséquent, il en est de même, 
de ce$ équations; la première étant la même que G = o, 
cette équation est donc, dans le cas présent, ce que de- 
tjjent F(i,Y,0=o, lorsqu’on y change la constante c en 
én fy \ d’où l’on peut conclure que C — o est une solution 
par''Cti!îèré» 

4^7- Appliquons maintenant cette théorie à la recherches 
dès solutions particulières, lorsque l’intégrale complète est 
donnée* ' 

Soit l’équation 

ydc — xdy = a [/dx‘ -f- dy*. . .(i34). 



dont l’intégrale complète se détermine par le moyen sui- 
vant : 

Si l’on divise cette équation par dx, et que l’os fasse 






on obtient d’abord 




y — pxz=a\/ i +p a . ...(t35)i 



différenciant par rapport à x et à p, on a 

dy — pdx — xdp = —y~~— 
observant que dy = pdx, cette équation se réduit à 



; , r.pAp 

xdp -j — — — = o . 

V * + p a 

et l’on y satisfait en faisant dp — o. Cette hypothèse donno 
p — < oiiôtitfite = c , valeur, qui étant mise dans l’équa- 
tion (i35), la ci:a.*ge en 

> " ; ’* ' ï 

y — ex = ay' i -t - c*... .(i36). 

r * ; i * . :i •; - . - • * . 

Cette équation renfermait une constante arbitraire c, qui 




SOLUTIONS PARTIC. DES ÉQUAT, DIFFÉRENT. 5l5 
n’était pas dans la proposée (i34) , en est donc l’intégral# 
complète. 

438. Cela posé, la partie Cdc de l’équation (i33) s’ob- 
tiendra en, différenciant l’équation (1 36) par rapport a c, 

regardé comme seule variable ; en opérant ainsi, on aura 

\ 

, , ac A c 

1 xdc -f —— =■ = o ; 

l/l + c* 

par conséquent, le coefficient de de, égalé à zéro, nous 
donnera 

ac , - 7 . •» 

x = — — - - - .1107). 

Vi+à* ’ N 

Pour dégager la valeur de c , élevons cette équation au 
carré -, nous trouverons 

(a +e*)x* = aV; ~ ' , 

d’où nous tirerons 






et V/ 1 



o‘ — x*' a” — x* ' ■ y/ a « — 

au moyen de cette dernière équation , éliminant le radical 
de l’équation (i3 7) , nous obtiendrons ensuite 



l/a 2 — x’ 



•••(>38) (*). 



Cette valeur et celle l/ 1 -f - c*, étant mises dans l’équa- 
tion (i36), nous aurons 



y + 



x‘ 



Y a* — x* l/a 2 — x 2 



(■*) Nous n’avons pas affecte l/i 4- c» du double signe , parce que x ^ 
et e étant de signes contraires , dans l’équation (137} , il faut qu’il eu soit 
4c même dans l’équation (t38j. 
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d'où nous tirerons 

o a — x* 

y — 



=V /fll — ,x * • 



■ »- ■ 



l/a* — æ* 

X i ' * 

équation qui, étant élevée au carré, nous donnera 

y -a.*— 

et l’on voit que cette équation est effectivement une solution 

, ardx 

particulière, car, en la différenciant, on obtient dy= — ; — — ^ 

cette valeur et celle de l/ x* +J ,a * étant substituées dans 
l’équation ( 1 34 ) , la réduisent à a* =«*. i 

439. Clairaut remarqua le premier une classe générale 
d’équations susceptibles d’une solution particulière ; ces 
équations sont renfermées dans la suivante : 

équation que nous pourrons représenter par 
.y —px + Fp. . . .(i 3 g) ; 
différenciant, nous trouverons 

j jr^ri 

dy =pdx -f- xdp + -g^dj 0 ; 
cette équation , à cause de dj = pàx , se réduit à 
■ ‘ i • xàp + ^£àp = o\ 

et comme dp est facteur commun , elle peut s écrire ainsi : 

( x +fp) df, = 0 - ' 

On satisfait à cette équation en faisant dp — O , ce qui donne 
p = constante = c ; par conséquent, en substituant cette 
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Valeur dans l'équation (i3g) , nous trouverons 

y — ex -f- Fc ; 

cette équation est l’intégrale complète de la proposée , puis- 
qu’une constante arbitraire c a été introduite par l’intégra-» 
tion. Si l’on différencie cette équation par rapport à c , on 
aura - ... 

. . («+&> • . \ 

par conséque#, en égalant à zéro le coefficient de de, on 
a l’équation 

, dFc 

X + "dc = °’ 

/ 

qui , par la substitution de c dans l’intégrale complète, don- 
nera la solution particulière. 

Des équations linéaires. 

/t t * ' 

44° • Une équation différentielle entre deux variables x et y , est tint aire 

, . dv tl’v d’r é’r , . , 

lorsque les expressions y, — , -j— ^ ^ — - . . . , — ne sont cle»ees,«i!ans 

cette équation, qu’au premier (lèpre : ainsi, en supposant qoe A, B, 
C, D — N , X, soient des fonctions de x , l’équation linéaire du 
n em * ordre sera 

Ar + B ^ + c ar» +D d?* •• + N gp, = x.. : (. 40 ). 

44 1 . Lorsque cette équatiou est du premier degré, elle se réduit A 

.Ar + B £=X; ' 

chassant le dénominateur, et divisant par B , on peut la mettre sous 
cette forme 

d^q-Pj-dxeçQAr, 

fl nous avons vu, art. 385, que cette équation avait pour intégrale 
y = e -/ pd;r [/Q e / pd * dx +C]. 
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11 . . *. • ' 

Lorsque le terme en X est nul dans l’éqnation fitjo) , si un 
nombre n de valeurs particulières, p, q, r, etc., mises successivement 
h la place de y , ont chacune la propriété d’y satisfaire , il suffira de mul- 
tiplier p, q, r$ etc., par des constantes arbitraires a, b, c, etc., pour 
conclure que l’intégrale finie complète de cette équation est 

y — ap + bq-i- cr, etc. 



La démonstration de cette proposition étant la même pour tous les degrés, 
nous ne considérerons que l’équation 



Ar • 



_dv _d*y , „ d’v i ... 

' B dl + C dT> + D ,17* = 0 • ’ ’ (I ^’ 



Fin mettant successivement à la place de y les valeffs liypotlictiqu 
p , r, nous aurons* 

A. + Bi + Cg + Dg=, i 



dx 



multipliant ces trois équations, la première par a, la seconde par b et 
la troisième par c , et ajoutant les résultats , on trouve 

A (ap 4- bq -f-cr) + B -h b ~ + c 

_ / d*p d»o d’rN _ /' d J n , d’o dV\ 

+c (M? +fc d^ +c d?) +D C a d +b à+'srO=°' 

• 

Or, il est évident que cette expression , qui est idcutiqnemcnt nulle, est 
la même que celle qu’on obtiendrait en faisant y = op ■+• bq -+- cr, dans 
l'équation (njl); donc cette valeur de y satisfait h l'équation (i4<) ; et, 
comme elle renferme trois constantes arbitraires, elle est l’intégrale finie 
complète de l'équation ( 14 l). 

443. Lorsque X n'est pas nul dans l'équation 

a . r> „ d’r . d 3 r v .... 

A - r + B dï +C d;; + D d7>~' X '” 



si l’on peut trouver trois valeurs particulières p, q, r, qui , mises suc- 
cessivement à la place dej-, satisfassent chacune à l’équation 






/ 
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Ar+ B £+ c g+ng = o...(»^, 

l'intégrale finie complète de l'équation {i_}a) sera 
jersup-f iq-f cr.. .(i44); 

fn, iis alors <1 , b, c, au lien d’étre des constantes, seront des fonctions 
«le x, que nous apprendrons bientôt h déterminer. 

’ >444. Pour démontrer ce théorème, différencions l’équation f 1 tj 4 ") » cl 
dit isons-la par dx j nous aurons 



dr dp , , do . dr du 

d-ï= a di +i d-i +c di +;, d:r' 



d 5 de 



Disposons des radeteraiinécs a, b, c, par trois conditions : par 1 a pre- 
mière, faisons 

du di de , ... , 

P di + ‘ 7 di +r &* =0 ” (,45} ’ 

il restera • t 

dy dp Aq dr 

dx dx dx dx 



L'nc nouvelle difFércnciation nous donnera 



d*r d*p . d*n d’r du dp AhAq de dr , ... 

d r.= a ar. + 1 dT. + c 37. + As di+di dï + Âk E* • ' (,46) - 



Pour remplir h seconde condition , posons r 



il restera 



du dp di dq de dr 

dxdx dxdx"^”dxdx ' 4/ ’ 



d»r _ d'p d*q 

dx* a dx* di‘ 



difFéfrncijmt encore et divisant par dx , il viendra 



,• 

d*/> .dVy d J r d/|d*p d// <\*q de d’r 

(1t j a d-x-* ^dx* tlx du . 2 "^"cLc dx a dx dx** 



Four remplir la troisième condition, nous supposerons 

dtid’p d b <\*q - de d*r X /Q . 

r dx Jx» (il dx* + 4 x JI» D' : ' . ’ 
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et l'équation précédente deviendra 



» 



J V_ 8 5 p , . «ïV . , 
d^ = fl d7» +i Ær> + < 



d’r , X 
dx* 4 'D' 



Je dis maintenant que la valeur yr=.ap -\-bq -f - cr, satisfait à l'équa- 
tion (i4î) j car mettant dans cette équation la valeur de y, et par couse* 
quent celles de ses coeflkicns différentiels , que nous venons de déter- 
miner, et effaçant les termes en X, qui se détruisent, on trouve 



A(«, + b, + «■) + B (. ^ + i g + , 0 



44>. Comme on ne sr.it pas si la valeur donnée ky fait détruire mu- 
tuellement tous les termes de l’équation 149, il s’agit maintenant de dé-* 
montrer que celle équation est identiquement nulle. Pour cet effet, p, 
q, r satisfaisant 1) l’équation ( 1 4-i) , on a 

*v+»g+ c ë+pg=«- 



_ dr _ d 3 r 

A '- +B di + C ,^- 



IV ,1,r 

D d73=°; 



qmllipliant la première de ces équations par a , la deuxième par b et la 
troisième parc, et ajoutant les résultats, on trouvera une équatioii 
identiquement nulle , qui sera la même que l’équntiou ( 1 4qJ ■ 

440. Pour déterminer a, b, c, les cocfficiens différentiels , 

de . 

-j- n’entrant qu’au premier degré dans les équations de condition (i45) 

(1 47) et (148) , nous pouvons éliminer deux de ces coefliciens différentiels , 
et nous trouverons l’autre en fonction des expressions ~ , etc., qui 
sont des fonctions de x déterminées, puisqu'on connaît p, <7, r, etc.} 
nous aurons donc des éqnations de la forme 



du 

dx 



■X,, £-X.s 



de Y 

T x - X ‘ 



dfl = X,èr, dA=X„dx, dex^X^dàr, 
et en intégrant, on déterminera <1 , b et c. 

44;. Ce théorème est applicable au cas oh l’équation linéaire serait d’on 



-< .. - 
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DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 3ltJ 

ordre quelconque , par conséquent l'intégration de ce» équations se réduit 
h celle de i’équatÿin 



Ar + »|+'eg-+Ng=.... 



.(t5o). 



448. Lorsque l’équation linéaire de l’ordre n a des coefficiens constans, 
il est facile d’en déterminer l’intégrale. Eu effet , si dans l’équation (i5o) 
oa fait y j=e «“*, on trouvera, en différenciant, 

dy d’y d’y 

— — e mx m. ~ — e™ r m', ~ — e* x m', etc.: 
dx ' dx* dx» ’ 

substituant ces valeurs dans l’équation (i5o), on obtiendra f 

e mx ( A ■+• B m +Oi»’.. .-f-Nm*) = o. . .( 1 5i) j 

soient m', m“, m", etc. , les racines de l’équation 

A4- Bm-f-On* . . .-f-Nm" = 0 . . .(i5a), 

l’équation (i5o) sera satisfaite par ces valeurs • 

X = X — e m " x , X — c m "*, etc. } 

et comme on a n valeurs de y, l’intégrale finie complète de l'équa- 
tion (i5o) sera 

y =i <te“'* ■+■ bff*"* 4- ce"*** -f- etc. 

• *•’,.• s, 

44g. Lorsque m' = m ", les termes ae m,x et be m " x se réduisent & 
(a 4- b) e m ' x , et alors la somme a -f- b devant être considérée comme 
une seule constante, on ne trouve plus un nombre n de constantes arbé* 
traires dans l’expression de y. Dans ce cas, il est démontré que si 
y — e*** satisfait h la proposée , la valeur y = xe m ' x doit aussi y satis- 
faire. En effet, en différenciant cette derniéte équation on trouve 



t lr*: o 



dr ri,. / 

3— =e= xe» x m! «f- e m x 
dx 



d’y 



iï = xe~'»m'* 4-3 K*«', 
dx» 



-y-, =re*''m' ! -f- 3e"*'*m / *, etc.: 

dx» r 

tes valeurs réduisent l’équation (t5o) A 

xe**'* (À 4- Tîm' -f. Cm'* -f- Dm'' -f- etc.) 

<B 4- uCm' -f- 3Dm'* -f- etc.). . .(i53). 

) t . - . . * . 

Or, l’équation (i5a) ayant par hypothèse deux racines égales, on sait, 
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par la théorie ries équations , que l’expression B ■+• iCm *f» 3 fini* -f. etc . 4 
en > enfermera nne de moins que la proposée, et s’anéantira lorsqu’on 
fera tti — m', d’où il suit que l'expression (t53) est identiquement nulle. 
Par conséquent , 1\ quation ’lHo) sera salisfafle par la valeur y := je 1 *'*, 
et aura pour intégrale complète 

y = ae“' x -+• bre m ’* -f- ce"** -f- etc. 

45o. S’il y avait trois racines égales km, on prouverait do même que 
IVquation (i5o) serait satisfaite en faisant 

y — e»'* + xe m '- t -f- x>e«'- r ; 

ainsi de suite. 

4 

45# Lorsque l’équation (i5x) A des racines imaginaires, si l’nne do 
ses racines est h -4- h \J — 1 , l’autre seta h — A </ — 1 , et l’on aura, dans 
la valeur de j-, ces deux termes ^ 

fljSi+tiV 4 - 1 .f.lgir-hy’-t f 

on 

’ -f-Ae-‘vP—]..,(i54). , 

• * 

Or on sait qn’on a, en general, note troisième, la formule 

e r/T-l , ““0 s/ — 1 > 

e == cos « -+- sm t y' — 1, « = cosj — smp y — t; 

en romparant l’expression (i54) A ces formules, nous pourrons rem- 
placer • -i. 

e**!'' - 1 par cosAx-f. sin ksc</ — I, 
et 

par co» hx — sin hx yj — 1, 
et la formule (t54) deviendra 

e**[acosAr -f- a sin kx y / — 1 + beos fa — b sin fa y/'— 1], 

. ^ . ... v . 

expression qui peut s ccnrc ainsi : 



e hm [£a •+. b) cos hx -f- (a — b) sin fa V— 1 ] . . . (i55). 

• 

Quand X est nul dans l’équatiou (140) , a, b,c étant des constantes 
arbitraires, art. 4 4a, nous pouvons supposer a +b = c, a — b — v' y/ — ■ l j 
alors la partie imaginaire qui est dans l’expression (lSq) s’évanouira. 

De ï intégration des équations simultanées. 

45î. Proposons nous maintenant d’intc'grer & la fois deux ou plusieurs 

équations différentielles. 
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INTÉGRATION DES ÉQUAT. SIMULTANÉES. 3ai 

Soient 

dr d* J----056)» 

Wy +Nx + + <? 2g e=T'j 

4 

les (‘quations le» plus ^générales du premier degré entre x et y, et le* 
coetficiens différentiels et dans lesqnelles les coefficiens M, N, 

P, etc. , sont des fonctions de la variable indépendante f ; on peut (écrire 
ainsi ces équations : 

(My 4* Nx)dt Pdr 4- Qdr= Tdf ; 

(M'jr + N'arjdr 4- P'd> 4- Q'd* = T'dt , 

si l’on multiplie la seconde par une fonction fl de t , et qu’on ajoute les 
résultats, on obtiendra .» * 

[(M4-M%4<ïï4-N'fl)a:]dt4-<P4-P'fl;d r 4^Q4.Q(fl)dx = (T+T'fl)d*: 

■j • ; > 

en représentant les quantités qui sont entre les parenthèses par une senle 
lettre, cette équation pent s’écrire ainsi t 

Hj-dt 4 » ILrdr 4 - RJy 4 - Sdx = Td/ : 

on en tire 

H (r + a^) d * + R(dr 4-|<lr) = Tdé.. .(, 57 ), 

aquation qui sera de même forme que l’équation 
dy 4- Pyd* ses Qdx . . . (i58) , 
que nous avons intégrée art. 385 , si 

r . • v -Tl ••-(.• ' ' '' 

A (f + H *) 13 & + R ***• ’ * ( ,S 9) * 

parce qu’alors en faisant 

K 1 

y4-g*=*. ••( , So) t 

l’équation (l5j) deviendra 

Htdt 4 » Rds *: Tdt f ’ 

ou > > . 

di 4 -g*d<ss=^d/. ..(i 6 i)j , 

ai 
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et l’on vou (pie cette équation est de même forme que l'équation (i 58 ), 
puisque g et g- sont dis fonctions de la variable indépendante t. 

453 . Pour satisfaire & l'équation (i 5 g), il suffit que l’on ait 



et en exécutant ia 
rera 




différenciation indiquée , d’après l’article 14, on troo- 

K, . , K S , 

gtlr-^ard.g t= gdxj 



pour que cette équation soit satisfaite, il faut, en général , que les multi- 
plicateurs de dr soient égaux , et que, par couséquent, le terme... 
ar.d.g soit nul j c'est-à-dire que l’on ait 

K_S , K 

._ H~R’ d g-°.-.(t6a). ^ 

On remettra dans ces équations les valeurs des expressions K, H, S 
et R, et ayant effectué la différenciation indiquée, on éliminitrà ô. ren- 
fermé dans ces équations, et l’on anra la relation qui doit subsister entre 
les coeffieiens, pour que l’équation de condition soit satisfaite. 

454 -Danslc cas où les coeffieiens des premiers membres des équations' 1 36 ) 
sont consians, la différentielle d’nne constante étant égale à zéro il ne 
reste que la première des équations (i6j) ; elle suffira pour déterminer 
le facteur fl, qui alors sera constant puisqu’il sera égal à une fonction de 
constantes. En remettant pour K , H, R , S : leuts valeurs , on a " 



N±N'fl 

M-f-M 



Q+Q'è 

v « f+fâ » 



et en faisant évanouir les dénominateurs, on voit qne fl doit être déter- 
miné par une équation du second degréj'notamaut fl' et 8“ ces valeurs 
de fl, et supposons qu’àprès les avoir substituées successivement dan. 
1 équation (161) les coeffieiens de zdr et de dt deviennent, dans le premier 
cas, p' et q'j et dans le second p u et g", on aura 

, de.-f. p'sdt st ç'dt , 
de - f - p"zàt — (/"dt j 

intégrant d’après la formule (90) , page 377, on trouvent 

* =e At Lfg'e^ P ' àr dt -p C', ' to 

[fç°é /p " d ‘dt] + G'. 
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On substituera dans ces valeurs celle de z, tirée de 1’cquation (t 6 o), et 
l’on aura deux équations en x , enjret en t. 

455. Si , excepté T, T' et T", que nous regarderons toujours comme 
des fonctions de t, les coefficiens M, K, P, Q, etc., sont coustans, et 
qu’on ait les trois équations 

djp 4- (Mjr 4 . N.r 4- Ps)dt = Tdf, 
dx 4- (M'/ 4- N'x' 4- P'tjdf = T'df , 
dz 4 - (M'y 4 - N'x 4- P**)dt = TMf, 

on multipliera la seconde par une constante fl , et la troisième par une 
autre constante 6 ' ; et ajoutant les résultats, on aura une équation que 
nous pourrons représenter par 

. ■ . ’ .* ■'a 

d y 4- fidx 4- fi'dz 4- Q(f 4- R* 4- S*)df = Lidf. 

Or , pour que cette équation soit de la forme 



4 - lydr sa Qdx , 



il faut qu’en regardant la fonction y 4 - Rx 4-S* comme une seule va* 
riable^-', la différentielle dy y de cotte fonction soit égale hdjr 4 -fidx 4 ~fi'ds, 
ce qui exige que l’on ait les équations de coudinous 

fi — R, fi' = S; 

R et S n’étant que des fonctions de 8 et de 8 ', en Vertu des opérations 
précédentes, il en résulte que ces équations suffiront pour détermine# 
les diverses valcnrs des constantes fi cl fi'. 

456. Celte méthode est générale, et s’applique même aux équations 
différentielles des ordres supérieurs, parce que ces équations peuvent ** 
réduite au premier degré. Si l’pn avait, par exemple, les équations 



g + H r +a»+p| +Q t = T, 
•' ïf=M’r+N'.+ P'J + Q's = T'. 



DU plutôt 

d’_y4* (M/ 4- Nx)df* 4 - ( Pd w r 4- Qdxblf = Tri/ 
d«x4- (My4-N'x)df 4- (P'<y-4- Q'dx)dt 

VU fêtait 



dx/lt = Tdf* 1 
i'dx)dt = T'dt>j 

c'y = pdf, dx=sqdt...(i64y 



...(163), 



SI. 
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et en observant que d t est constant , ces équations deviendraient 

d p + (My ■+■ Nx -(-P p + Qq)dt = Tdt, > 
dq + (My -h N'x + P> + Q'q)dt = T'dt J 

ces deux équations , avec les équations (iGJ; , forment quatre équation 
du premier degré , auxquelles on peut appliquer les procédés précédcns. 

De l'intégration d’une équation différentielle du 
second ordre. 



45 7 - La formule générale des équations différentielles du 
«econd ordre à deux variables est 

Nous ne chercherons pas à intégrer cette équation dans ce 
degré de généralité ; mais nous allons examiner comment 
on en peut trouver l’intégrale dans des cas particuliers. 

• 1 t * ' 

458. Considérons d’abord l’hypothèse où l’on a 
pour intégrer cette équation on fera ^ z=p, t et 



elle se réduira à 






Si cette équation peut s’intégrer , et qu’on en tire p=X, 
on obtiendra facilement la valeur de_y , car l’équation.... 

^ — p nous donnant y — / pàx, si l’on substitue dan* 



cette équation la valeur dep , on aura_y = /Xdx; mais si 
l’équation ( 167 ) , au lieu de donner la valeur de p enr, 
donnait celle de x ea fonction de p, de manière qu'on eût 
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x=P en intégrant par parties dy=pdx, on aurait d’abord 

y—px —fxàp-, 

mettant dans cette équation la valeur de x, on trouverait 
y — px — fPàp. 

45 g. Considérons maintenant le cas où l’on a 

. . dy . d^ " d p 

en faisant = p , on trouverait \ et en rem- 

dr , dx 1 ; dx 

plaçant dx par sa valeur ^ , cette équation deviendrait 

vj * V . - ü 

dx a dy " 

< 3 V y t f 

Mettant ces valeurs de ^ et de dans l’équation (168), 
on la convertirait en » • - 1 

f(y>r> à y> à p)= e > 

si cette équation peut donner^» = Y, on substituera cette 

valeur dans l’équation dx = —, et l’on obtiendra en inté» 

P ? - - - 

grant. 



'=/ d v ; 



si au contraire^ se détermine en fonction de p, et que Ton 
ait par conséquent^ = P, pour avoir x, on intégrera par 



• . dy 

parties l’équation dxfc= -j , et l’on aura 



t t 
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et en substituant dans cette équation la valeur de_y, on 



trouvera 



p J p* 

• % 

et ayant intégré, on éliminera ensuite p au moyen de l’équa- 
tion y = P. 

d 5 y 

460. Lorsque l'equation (i 65 )ne renferme a*ec , que 

l’une des trois quantités , 1 ety, nous avons, dans le 
premier cas , 

faisant ^ •= p , et par conséquent ^ , on substi- 

tuera ces valeurs dans l’équatioft (169), et l’on aura 

/ ( p 'ï9= o ' 

/ 

On tire de cette équation 



&=P...(. 7 o) t 



dx 



et par conséquent 



*— J'y'" 



dy 

D’une autre part , l’équation ^ — P nous donne 
y — fpàx- t 

et eç y substituaut la valeur de d^r, donnée par l’équa- 
tion (170) , on obtient 
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Lorsqu’on aura intégré les équations (171 et 17a), on éli- 
minera entre elles la quantité p, pour avoir une équation 
en x et en y. 

d 3 y 

4 S 1. Dans le cas où ne se trouve combiné qu’avec 
une fonction de x , on a 

±t = Xi 



dx* 



multipliant par dx et intégrant , on trouve 



__ 



dx 



= /Xdx+C t 



représentant par X' l’intégrale indiquée dans cette équa- 
tion, on a 

■ 

' • * t •• J 

multipliant de nouveau par dx, et intégrant, on obtient 
y = fX'dx + Cx + C. 

1 < .a 

46a. Enfin, lorsque -jgj est donné on fonction dey, il 
s’agit cf intégrer l’équation 

Sz=r. 

ds* 

Pour y parvenir, on la multipliera par ady, ce qui donnera 
2 ^-^ = aYd J'i ' 

le premier membre étant composé comme la différentielle 
de x*, on trouvera , en intégrant , 

g=/aYdy + C ; 
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çt en tirant Ta racine carrée , on obtiendra 



K^c + a/ïdy; 

d’où l’on tirera , par une nouvelle intégration , 









^C + a/Ydy 



+ C'. 



Des équations différentielles partielles du premier 
ordre. 



4 63. Une équation qui subsiste entre des coefliciens dif- 
férentiels, combinés, selon le cas, avec des variables et 
des constantes , est , en général , une équation différen- 
tielle partielle, ou, suivant l’ancienne dénomination, est 
une équation aux différences partielles. On a appelé ainsi 
ces équations , parce que la notation des coefliciens dif- 
férentiels qu’elles renferment indiqqe, comme nous l’avons 
vu art. 5a , que la différenciation ne peut être effectuée 
que partiellement , c'est-à-dire en regardant certaines va- 
riables comme constantes. Cela suppose donc que la fonc- 
tion proposée ne contienne pas qu’nne seule variable. Pour 
plus de simplicité, nous n’en supposerons que deux , et nous 
considérerons d’abord les équations différentielles partielles 
du premier ordre , qui sont celles qui ne renferment qu’un 
ou plusieurs coefliciens différentiels du premier ordre. 

464- La première équation que nous commencerons à 
intégrer est la suivante : •* 




Si , contre notre hypothèse , z au lieu d’être fonction de 



I 



I 
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deux variables x et y, ne contenait que x , on aurait une 
équation différentielle ordinaire qui, étant intégrée , donne- 
rait z=ox-f-c; mais , dans le cas présent, a étant une fonc- 
tion de x et de y, les y renfermés dans a ont dû disparaître 
à la différenciation, puisqu'en différenciant par rapport à 
x , nous avons regardé y comme constant. Nous devons 
dbnc en intégrant, conserver la même hypothèse, et sup- 
poser que la constante arbitraire est en général une fonc- 
tion de y \ par conséquent nous aurons pour l’intégrale de 
l'équation proposée, 

ï=oi + fy. 

465. Cherchons encore à intégrer l’équation différen- 
tielle partielle 




dans laquelle X est une fonction de x; multipliant par djc 
et intégrant , nous trouverons . - * 

a ±= /Xdx + <py. 

466. Par exemple, si la fonction représentée par X, 
était x* -f- a*, l’intégrale serait 

Va? 1 ~ . 

Z = g- + Û 3 X ■+■ <py. 

467 . On ne trouvera pas plus de difficulté à ihtégrer 
l’équation 




et l’on aura , 

z = Yx+çy. 

468 . On intégrera de la niême manière toute équation 
dans laquelle ^ égalera, une fonction de deux variables 



•i 
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x et y. Si l’on a, par exemple, 

' v àz_ 

^ V a y- +-â** 

en regardant y comme constant-, on intégrera d'après l’ar- 
ticle a 7 ,, apres avoir multiplié par dx; et en nommant la 
constante qu on doit ajouter à l’intégrale , on aura • 

2= i/ày + ^ + çy. 

4 %. Enfin, si l'on veut intégrer l’équation 

ds= àx _ 

l/y*— x** 

où regardera toujours^ comme constant, et l’on aura, ar- 
ticle 374, 



z = aro(sin=p + < p y . 

470» En général , pour intégrer l’équation 
da = F(xj)dx , 

on prendra l’intégrale par rapport à x, et ajoutant ensuit» 
une constante fonction de y , pour la compléter ; on trouvera 



* — /F (x,y)dx -17 <py. 

j 7 1 ‘ D ’ a près ce qui précède, on voit qu’à part l’hypo- 
these^de l’une des variables constante, et de l’introduction, 
dans 1 intégrale, d’une constante fonction de cette variable* 
on suit le même procédé que dans l’intégration des équa- 
tions différentielles ordinaires. 



47 2 - Considérons maintenant les équations différentielles 
partielles qui contiennent deux coefficiens différentiels du 
premier ordre ; et soit l’équation 



M l+ K |= 
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dans laquelle M et N représentent des fonctions données de 
x et de y ; on en tire 

dz Mdz 

dy N 4r' 

substituant cette valeur dans la formule 



qui n’a d’autre sens que d’exprimer la condition que z est 
fonction de x et dey», on obtient 



^=è( dj: -R d >)' 



OU 



Mdi 



, dz Ndx — 

**=£■ X 



Soit A le facteur propre a rendre Ndx — Mdy une différen- 
tielle exacte ds ; nous aurons , * • ■ r .. 

A(Ndx — Mdy) = dr : , . ( i 74) . 

' / • ** * • - 

Au moyen de cette équation, nous éliminerons Ndx -“Mdy 
de la précédente, et nous obtiendrons 

. V i- 

j 1 dz , 
az = — -5— .a?. 

aN dx < 

Enfin, si l’on remarque que la valeur de ~ n’est point déter- 
minée , on peut la prendre telle que ^ ds puisse s’inté- 
. ‘ 1 dz 

grer , ce qui exige que — — - soit une fonction de s; car on 
sait que' la différentielle de toute fonction donnée de s , doit 
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être de la forme Fs .dr. 11 suit donc de là qu’on doit avoir 

1 àz — Fc 

équation qui changera la précédente en 
dz = Fs.ds ; 

d’où l’on tirera 

* = **• • -075)- 

473. Si l’on intègre par ce moyen l’équation 
àz ds , 

nous avons dans ce cas M = — y, N = x,*et par consé- 
quent l’équation ( 174 ) deviendra 

ds = A(xdx -f- _ydy). 

11 est visible que le facteur A, propre à rendre intégrable le 
second membre de cette équation , est a. Substituant cette 
valeur à A et intégrant, on a 

s=x»-f -y*-, 

mettant cette valeur dans l’équation ( 176 ), nous aurons pour 
l’intégrale de l’équation ( 176 ), 

z = $(x» ). 

, » ! 

4 ( 74 . Soit maintenant l'équation 

* \ 

p Ë + < ^ +R “ 0 * • 

dans laquelle P , Q et R sont des fonctions des variables x , 

O R 

y et a; en divisant par P , et en faisant p- = M , — =N, 
bous pourrons la mettre sous cette forme : * , 
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£ + m !+N=o...C. 7 8); 

et en faisant ^ = p, — = q, elle deviendra 
P + Mq -f N = o.' . .(179). 




Cette équation établit une relation entre les coefficiens p et 
q de la formule générale 

dz = pàx + qdy. . . (180) ; 

sans cette relation , p et q seraient entièrement arbitraires 
dans cette formule ; car , comme cela a déjà été observé , 
elle n’a d’autre sens que d’indiquer que z est une fonction de 
deux variables x et y; et cette fonction peut être quel- 
conque ; ainsi, nous devons regarder, dans l’équation (180), 
p et q comme deux indéterminées ; éliminant p au moyen 
de l’équation (179), nous obtiendrons 

dz -f- Ndx = q (dy — Mdx). . .(181), 

et q restesa toujours indéterminé ; mais l’on sqit (voyez 
la note seconde) que lorsqu’une équation de ce genre a lieu , 
quel que soit q, il fout que l’on ait séparément 

. dz + Ndx=o, dy : — Mdx = o. . .(182). 

475. Si P, Q et R ne contiennent pas la variable z, il en ' 
sera de même de M et de N; alors la seconde des équa- 
tions (182) sera Une équation à deux variables x et y, et 
pourra devenir une différentielle exacte à l’aide d’un fac- 
teur a, de sorte qu’en appelant dr cette différentielle exacte, 
nous aurons 

ds = A(dy — M dx). . ,(i 83 ). 

J 

Tirant de cette équation la valeur de dy — Mdx, et la sub- 
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stitiifcnt , ainsi que celle de q, dans l’équation (181) . nous 

trouverons 

d*s=ë.- — Ndx. . . (184). ' 

dy A ' 

D’une antre part, l’équation (i 83 ) , qui ne contient dans son 
second membre que des x et des.y, étant intégrée, donnera 

j=FCx,jy); 

la valeur de y, tirée de cette équation , étant mise dans 
l’équation (184) , en réduira le second membre à une fonc- 
tion des variables x et s. Intégrant , par rapport à x , d’après 
l’art. 470 , nous appliquerons le signe d’intégration au terme 
qui contient la différentielle dx, et ajoutant une constante 
fonction de l’autre variable s, nous aurons 

■J z — — /"Ndx + çs. • • (i 85 ). 

47 S. Pour donner un exemple de cette intégration , pre- 
nons l’équation 






nous avons, dans ce cas. 



M = - , N =— a 






s' - r* . 

la valeur de M étant substituée dans l’équation (180) , la 
changera eu 1 

ds = A^djr--|dx^, 

ou plutôt en 

dj = ^ïfcËî), . ' ... . 



équation intégrable si l’on fait - > art- ! 9 > ce 
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donnera 




cette valeur de s et celle de N , étant substituées dans l’équa- 
tion (i 85 ) , on obtiendra 

J OC JC 

ou plutôt 

z = a f àx \/ l+ (ï)'+* y i- 

Dans le cas plus général , où les coefïiciens P, Q , R , 
de l'équation (177), contiennent les trois variables x, y, z , 
il peut arriver que les équations (182) ne renferment cha- 
cune que les deux variables qui sont en évidence, et que, 
par conséquent, on puisse les mettre sous les formes 

dz =/ (x,z) dx = o , dy = F (x,y) dx. 

On ne peut intégrer isolément ces équations , en écrivant , 
comme dans l’art. 470 , 

*=// 0 «Ô*) àx+çz, y = /F(x,y) dx -f ®y, 

car alors on voit qu’il faudrait supposer z constant dans la 
première équation, ety constant dans la seconde; hypo- 
thèses contradictoires , puisque l’une des trois coordonnées 
x , y, z , ne peut être supposée constante dans la première 
équation sans qu’elle ne le soit dans la seconde. 

478. Voici donc de quelle manière on intégrera les équa- 
tions (182) , dans le cas où elles ne renferment chacune que 
les deux variables qui sont en évidence ; soient /s et A le» 
facteurs qui rendent les équations (i 8a) des différentielles 
exactes ; si nous représentons ces différentielles par dU et par 
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dV, nous aurons 

A(dz -f- Ndx) = dU, ^«(dy — Mdx) = dV; 

au moyen de ces valeurs, l’équation (181) deviendra 
dU = o-dV...(i86). 

V 

Comme le premier membre de cette équation est une diffé- 
rentielle exacte , il faut qu’il en soit de même du second , ce 
A 

qui exige que q - soit une fonction de Y; représentant cette 
A* 

fonction par pV, l’équation (186) deviendra 



•dU = <pV.dV; 

d’où l’on tirera, en intégrant, 

U = 4 >V. 



479. Prenons pour exemple l’équation 

' d y 



dz , : ds 

^ 5 *+ x 7îz=y z > 



• étant écrite ainsi : 

di idi z 

dx y dy x * 

on la comparera à l'équation (178) , et l'on aura 

, M = ï, N =— 

y x 

au moyen de ces valeurs , les équations (18a) deviendront 
dz — - dx =: o , dy — - dx = o ; 

x J y 

et en faisant évanouir les dénominateurs , on aura 

... 

xdz — zdx = 0 , jdy — xdx = 0. 
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Les facteurs propres à rendre ces équations intégrables , 
sont et a ; en les substituant et en intégrant , on trouve 

- et_y*— *x* pôur les intégrales ; mettant donc ces valeurs 

OC 

à la place de U et de V, dans l’équation U = ®V, nous ob- 
tiendrons, pour l’intégrale de la proposée, 

| = 4>(j*— x“). - 



480. Il est à remarquer que si l'on eut éliminé q au lieu 
de p, les équations (18a) eussent été remplacéeé par celles-ci : 

Mdz -f- Ndy = o , dy — Mdx = o.. .(187); 

et comme tout Ce que noüs avons dit des équations (182), 
peut s’appliquer à celles-ci , il s’ensuit que , dans le cas où 
la première des équations (182) ne serait pas intégrable, on 
a le droit de remplacer ces équations par le système des 
équations (187), ce qui revient à employer la première 
des équations (187) à la place de la première des équa- 
tions (182) , alors on Verra si l’intégration est possible. 

481. Par exemple , si l’on avait 

dz dz , 

32 d + 

cette équation , divisée paras et comparée à l’ équation (178), 
nous donnerait 




N = — ; 

az 



par conséquent, les équations (18a) deviendraient 



dz -f- ^ dx = o , 
as 



+ ^dx = o; 

sfl 



\ 
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a la faculté de prendre pour a une fonction arbitraire de b 
cette condition aéra exprimée par l'équation a— $b {note 
huitième) ; par conséquent , nous aurons les équations 
U = çb , V = b , dans lesquelles x , y et z représentent le*, 
mêmes coordonnées; si l’on élimine b entre ces équations, 
on obtiendra U = ®V. 

On peut encore observer que cette équation nous dit qù'en 
faisant V — b , on doit avoir U çb = constante ; c’est-à-* 
dire que U et V sont Constans en. même temps , sans que a 
et b dépendent l’un de l’autre, puisque la fonction <p est ar- 
bitraire. Or,, c’est précisément la condition qui nous est 
donnée par les équations U = a et V = b. • 

483 . Pour donner une application de ce théorème , soit 



dz dz . 



Après avoir divisé par zx , nous comparerons cette équation 
à l’éqüation (178) , ce qui nous donnera 1 < ' 



N = 

■ x 

et les équations (182) deviendront 





dz — dx = o , dv 4 --- dx = o , 
zx J x 



ou 



•t'Ilf f. — 



txÔB-*‘y*àx~o, xdy+j>dx=o} . '* ’• •••» i 



la première de ces équations contenant trois variahles , nous 
ne chercherons pas à l’intégrer en cet état; mais si l’on y 
substitue la valeur degdx, tirée de la seconde, elle acquiert 
un facteur commun x qnf» étant supprimé , la réduit à 



zàz + yày = o, 

' *, • T . - ** ‘ **• • *• ' \ , ‘ f ' l 

®t l’on toit qu’en la multipliant par 2 , elle devient in té-* 

22 . . 
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grable ; l’autre équation l’étant aussi, on trouvera, en le# 

intégrant, 

z * — a.,i xy = o; 



d’où l’on conclura que 

a* -+->* = p xy . . 

484. Nous terminerons ce que nous avons à dire sur le 9 
équations différentielles partielles du premier ordre , par la 
solution de ce problème : Une équation qui contient une 
fonction arbitraire d'une ou de plusieurs variables étant 
donnée, trouver l’équation différentielle partielle qui la 
produite. 

Supposons donc que l’on ait 

*=F(x»+y); 

nous ferons 

x* + y =“-*-( i8 9 )» 

et notre équation deviendra 



z=Fu; 

la différentielle de Fu devant être, en général, une fonction 
de u multipliée par du , nous pourrons écrire 

ds ss tpudu ; 

si nous prenons la différentielle de z, par rapport à x seu- 
lement, c’est-à-dire en regardant^- comme une constante , 
nous devrons prendre aussi la différentielle de u dans la 
même hypothèse j par conséquent, en divisant par dx l’équa- 
tion ptécédente, nous aurons 
" 1 . 

dz du 
di = <pu di”- 

si nous regardons ensuite x comme constant , et y comme 
variable, nous trouverons, par un procédé analogue, 



09 °); 
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dz du 

les valeurs des coefficiens différentiels ^ et ^ , qui entrent 

dans les équations (190) et (191), s’obtiendront en diffé- 
renciant successivement l’équation (189), par rapport à x 
et iy, ce qui nous donnera 



du 



du 



dx aX ’ dy -8 ^’ 

substituant ces valeurs dans les équations (190) et (191) , 
nous aurons 

dz • dz 
a - = a x^u, 

éliminant fu entre ces équations , nous trouverons enfin 



dz 



dz 



■^dx X dy* 

485 . Prenons encore pour exemple l’équation 
z* + a ax = F(x — y) ; 

faisant 

x— y = u. ..(tga), . - ... 

cette équation devient ‘ ’ 

z‘-f-aex =F u\ 

• *" • ' • » ~ 9 \ r* f 

et en différenciant, on a , , , 

’ ■* ' S' 1 

d(z* -4- 3 ax) =s ipudu \ 

prenant, par rapport à x, la différentielle indiquée, noua 
regarderons z comme variable , en vertu de x qui y est con- 
tenu ,• et divisant par dx , nous aurons 



az 



dz 

dx 



+ aa = çiu^|...(ig 3 ); 
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opérant d'une manière analogue, par rapport à y, en regarr 
dant z comme une fonction qui ne varie qu’à cause de y, et 
divisant par dy, nous trouverons 



ds du 



pour éliminer les coelliciens différentiels de du, l’équa- 
tion O92) nous donne • 

du du 

dx 1 ’ dy 1 ’ 

substituant ces valeurs dans les équations (ig5) et (194) , 
nous aurons 

dz . dz 

aZ dx "^* Sa ~ ^ U> az 

éliminant çu entre ces équations , nous obtiendrons 

r- 

dz , dz . a 

di + d jÿ+;*=°~ 

Des équations différentielles partielles du second 
ordre. 



48 G. Une équation différentielle partielle du second ordre , 
# dans laquelle z est une fonction de deux variables xety', doit 
toujours contenir un ou plusieurs des coelliciens différen- 
tiels , indépendamment des coelliciens dif- 

férentiels du premier ordre qu’elle peut renfermer. 

487. Nous nous bornerons à intégrer les plus simples des 
équations différentielles partielles du second ordre , et nous 
commencerons par celle-ci : 
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d a z 



dr : 



— o; 



multipliant par dx, et intégrant par rapport à x, nous 
ajouterons à l'intégrale une constante arbitraire fonction d* 

y, et nous aurons > ■ 

da 

multipliant de nouveau par dx, et désignant par «jy un» 
fonction de y , qu’on doit ajouter à l’intégrale, nous trou- 
verons • 

z. — x<py + 4 -y. 

488 . Proposons-nous maintenant d’ihtégfer Kéqtuitiod 



à % z 

dr“ 



=p. 



dans laquelle P est une fonction de x et de y ; en opéran I 
comme dans l’intégration précédente, nous trouverons d’a- 
bord . - 

2k=/Pd.*+«y; 

une seconde intégration nous donnera 

z = flfPàx + <pyl dx -f >>)•, 

489. On intégrerait de la même manière 

d’à 

' 

et l’on trouverait 

a = /[ /!% + P r ] dy 4- 4-r. 

490. L’équation 

d*s, , ,jl 
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s’intégrerait d’abord par rapport à l’une des variables , et 

ensuite par rapport à l’autre , ce qui donnerait 

z =/[/Pdr + <pÿ] dy + fx. 

En général, on traitera de la même manière l'une 
des équations 





d"z 

dPdÿ"^ 




dâns lesquelles P, Q, R , etc. , sont des fonctions de x et 
de y, ce qui donnera lieu à un suite d’intégrations qui intro- 
duiront chactme une fonction arbitraire dans l’intégrale. 

493. Après les équations que nous venons de considérer, 
l’une des plus faciles à intégrer est celle-ci : 



dy' ày 




par P et par Q nou3 désignons toujours deux fonctions de x 
dz 

et dey. Faisant ^ = u , nous transformerons cette équa- 
tion en 



^+Pu=Q...(, 9 5). 



Pour intégrer , nous regarderons x comme constant, et alors 
çette équation ne renfermera que ‘deux variables y et u, et 
sera de même forme que l’équation 

dy -j- Pydr = Qdar. . .(19S), 
traitée art. 385 , et dont l’intégrale , page 277, est 

y = e“^^[/Qe^ Pd *dx + c]. .. .(197) ; 
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comparant donc les équations (ig 5 ) et (196)', nous aurons 



• y — u > x—y, 

substituant ces valeurs dans la formule (197), et changeant 
C en px, nous obtiendrons 

u = -f- çx] ; * 

mettant cette valeur de u dans l’équation ^?=u } mul- 
tipliant par dy, et intégrant , on trouvera 

2 =f\e~ ^ ijr (J'Qe^ PAjr ày + px)]dy -f- ÿx. 

493. On intégrerait par le même moyen les équations 



dxdy 



+ p g=Q, 



dxdj-^ dy~ V ’ 



dans lesquelles P et Q représentent des fonctions de x , et à 
cause du diviseur dxdy, on sent que la valeur de 2 ne 
renfermerait pas des fonctions arbitraires de la même va- 
riable. 

De la détermination des fonctions arbitraires qui 
entrent dans les intégrales des équations diffé- 
rentielles partielles du premier ordre. 



4 g 4 - Les fonctions arbitraires qui complètent les inté- 
grales des équations différentielles partielles, doivent se dé- 
terminer par des conditions qui tiennent à la nature des 
problèmes qui ont donné .lieu à ces équations, problèmes 
qui la plupart appartiennent à des questions physico-mathé- 
matiques. Ne voulant point nous écarter de notre sujet, 
nous nous bornerons à des considérations purement analy- 
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tiques, et nous chercherons d’abord quelles sont les condi- 
tions renfermées dans l’équation 

« 

• , , àz , 

^=<*...(,98). 

*fg 5 . Dès que z est une fonction de x et de^, cette équa- 
tion peut être regardée comme celle d’une surface. Cette 
surface, d’après la nature de son équation, jouit de la pro- 
priété suivante , que doit toujours être une quantité con- 

Fig. 87. stante. Il suit de là que toute section EF (fig. 87), de cette sur- 
face faite par un plan CD , parallèle à celui des x,z, est une 
ligne droite. En effet, quelle que soit la nature de cette 
section, si on Ja partage en un nombre infini de parties mtn', 
m'm *, m“m“, etc., ces parties, vu leur peu d’étendue , pour- 
ront être regardées comme des lignes droites, et représen- 
teront les élémens de la section; l’un de ces élémens mm' 
faisant, avec une parallèle mn à Tarte dés abscisses, un 
angle dont la tangente trigonom étriqué est représentée par 

— , comme cet angle est constant, il s'ensuit que tons Je* 

angles m'mn , in m n', etc. , formés par les élémens 

de la courbe, avec des parallèles mn, m'ri , m"n", etc. , à 
l’axe des abscisses , seront tous égaux ; ce qui prouve que 
la section EF est une ligne droite. 

4 9 6 . On parviendrait au même résultat en considérant 
dz 

l’intégrale de l’équation ^ = a , que nous avons vu être , 
art. 464. 

z=ax -f- fy. . -(199); 

car, pour tous les points de la surface qui sont dans le plan 
CD , l'ordonnée est égale à une Constante c, représentée 
r, S- 87. dans ] a ggnre gy > p ar AB ; remplaçant donc fy par fc , et 
faisant çc = C, l’équation (199) deviendra 
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' 

# z = ax 4 " C. . .(200) ; 

cette équation étant celle d’une droite , appartiendra à la 
section EF qui, par conséquent, sera une droite. 

497. La même chose ayant lieu par rapport aux autre* 
plans sécans , qu’on mènerait parallèlement à celui des x,z, 
concluons que tous ces plans couperont la surface suivant 
des lignes droites , qui seront parallèles, puisqu’elles forme- 
ront chacune , avec une parallèle à l’axe des x , un angle 
dont la tangente trigonométrique sera a.' 

498. Si maintenant nous faisons ,-c = o, l’équation (199) 
se réduira àzr=$>y, et sera celle d’une courbe GHK tracée 
sur le plan desy,z; cette courbe renfermant tous les points de 
la surface , dont les coordonnées sont x = o , rencontrera le 
plan CD en un point m (Gg, 87), qui aura pour l’une de ses 
coordonnées x = o; et puisqu’on a aussi y — AB= c, la troi- 
sième coordonnée , en vertu de l’équation (200), sera *=C, 
valeur représentée dans la figure par B/n } ce que nous di- 
sons du plan CD pouvant s’appliquer à tous les autres 
plans qui lui sont parallèles , il-en résulte que par tous les 
points de la courbe dont z est l’équation , et qui est 
tracée sur le plan des y, 5, partirmÉMes droites parallèles à 
l’axedes x. Voilà tout ce que nou^Bent les équations (198) 
et (199); et comme cette condition est toujours remplie, 
quelle que soit la Egure de la courbe dont s —<fy est 
l’équation , on voit que cette courbe est arbitraire. 

499. Il suit de ce qui précède , que la courbe GHK , dont 
a =fy est l’équation , peut être composée d’arcs de diffé- 
rentes courbes , qui se joignent le^ms aux autres (*) , comme 



(*) Dans «cas, la courbe sera déterminée & l'aide de plusieurs équa- 
tions , de manière que la première donnera la valeur d’une variable x , par 
exemple, depuis x — a jusqu'il a = b\ la seconde la donnera depuis x — b 
jusqu’il * = c , et ainsi de snitc. 
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dans la figure 88, ou qui laissent entre eux des interrup- 
tions, en certaines parties , comme dans la figure 8gT Dans le 
. premier cas, la courbe est discontinue, et dans le second elle 
est discontiguë. On peut remarquer que dans ce dernier 
F'S- 89. cas, deux ordonnées différentes PM et PN (fig. 89) corres- 
pondent à la même abscisse AP; enfin, il est possible que 
sans être discontiguë , la courbe soit composée d’une suite 
infinie d’arcs infiniment petits , qui appartiennent chacun à 
des courbes différentes ; dans ce cas , la courbe est irrégulière 
comme seraient, par exemple , des traits de plume que l’on 
tracerait au hasard ; mais de quelque manière que soit for- 
mée la courbe dont l’équation est z = qy , il suffira pour 
construire la surface , de faire mouvoir une droite toujours 
parallèlement à elle-même , avec cette condition , que son 
point m parcoure la courbe GHK dont z = ç>y est l’équa- 
tion, et qui est tracée au hasard sur le plan des .y, s. 



5 oo. Si , au lieu de l’équation ^ = a , nous avions 



celle-ci : — = X, dans laquelle X fût une fonction de x, 

8"- alors en menant un plan CD (fig. 87) , parallèle à celui 
des x,z, la surface coupée suivant une certaine sec- 

tion EF, qui ne ser^^His une ligne droite , comme dans 
le cas précédent* Ef^ÇtFet , pour tout point m, pris sur 
cette section , la tangente trigonoiliétrique de l’angle n'm'm* 
formé par le prolongement de l’élément m'm u de la section , 
avec une {terallèle à l’axe des x, sera égale à une fonction 
X de l’abscisse x de ce point ; et comme l’abscisse x est dif- 
férente pour chaque point , il s’ensuit que l’angle n'm'm 11 
sera différent à chaque point de la section, ce qui nous 
montre que EF ne sera plus, comme précédemment, une 
ligne droite. La surface se construira de même que dans 
le problème précédent, en faisant mouvoir la section EF 
parallèlement à elle-même, de manière que son point m 
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* 

touche continuellement la courbe GHK. dont l’équation est 
z = çy. • 

5oi. Supposons maintenant que, dans l’équation précé- 
• dente , au lieu de X = o , on ait une fonction P de x et de 

y t l’équation =P, contenant trois variables , appartien- 
dra encore à une surface courbe. Si nous coupons cette sur- 
face par un plan parallèle à celui des x, z, nous aurons 
une section dans laquelle y sera constant ; et comme dans 

tous ses points, — égalera une fonction de la variable x, il > 

faudra donc, ainsi que dans le cas précédent, que cette section 

clz 

soit une courbe. L’équation P étant intégrée, nous au- 
rons, pour celle de la surface , 

»=/Pdx -f- çy, 

si dans cette équation nous donnons successivement les 
valeurs croissantes y , y", y 0 , y ' 1 , etc. , et que nous appelions 
P', P", P*, P 1T , etc. , ce que devient alors la fonction P , nous 
aurons les équations 

z=/P'dx + <pÿ, z=/P' 7 dx-f-<p/' | 

zz=fP m àx-\- $y m , z=f'P ,y àx-^-^y , ' , , etc.) ” * *' ‘ 

et l’on voit que ces équations appartiendront à des courbes < 

de même nature, mais différentes de forme, puisque les 
valeurs de la constante^ n’y sont pas les mêmes. Ces courbes 
ne seront autre chose que les sections de la surface par des 
plans parallèles à celui des x,z , et , en rencontrant le plan 
des y, z , elles formeront une courbe dont l’équation s'ob- 
tiendra en égalant à zéro la valeur de x dans celle de la sur- 
face. Appelons /Pdx, ce que devient Y; dans ce cas, nous 
aurons 

z = Y -f- çy. ..(non); 

et l'on voit qu'à cause de fy, la courbe , déterminée par 
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eette équation , doit être arbitraire ; amsi , ayant tracé à 
Fig. 9a volonté (fig. 90) la courbe QRS sur le plan des _y,z, si 
nous représentons par RL la section dont z— fV'dx -f- <py' 
est l’équation, on fera mouvoir cette section , en tenant son 
extrémité R toujours appliquée à la courbe QRSj mais de 
manière que , dans ce mouvement , cette section RL prenne 
les formes successives déterminées par les équations (soi) , 
et l’on construira la surface à laquelle appartiendra l’équa* 

tion ÿ- — P. 
dx 

5 oa. Considérons enfin l’équation générale 



dz 

dx 



+ .m|+N = o. 



dont l’intégrale est U = <pV, art. 482. Dès que nous avons 
U = a et Y — b , ces équations existant chacune entre trois 
coordonnées, nous pouvons les regarder comme celles de 
deux surfaces ; et puisque ces coordonnées sont communes, 
elles doivent appartenir à la courbe d’interseqtion de ces 
deux surfaces. Cela posé , a et b étant des constantes arbi- 
traires , si dans U —a nous donnons à x et à y les valeurs 
x' et y', nous obtiendrons pour z une fonction de x', dey' 
et de a, qui déterminera un point de la surface dont ü = c est 
l’équation. Ce point quelconque variera de position ai nous 
donnons successivement diverses valeurs à la constante arbi- 
traire a, ce qui revient à dire qu’en faisant varier a, nous 
ferons' passer la surface ddnttJ = a est l’équation, par un 
nouveau système de points. Ce que nous disons de U z=a , 
pouvant s’appliquer à V— b , concluons que la courbe d’in- 
tersection des deux surfaces changera continuellement de 
position, et par conséquent décrira une surface courbe, dans 
laquelle a et b pourront être considérés comme deux coor- 
données ; et puisque la relation a—çb, qui lie entre elles ces 
deux coordonnées , est arbitraire, on sent que k détermina-* 



/ 

% 
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lion de la fonction ç revient au problème de faire passer une 
surface par une courbe tracée arbitrairement. 

5o3. Pour moiürer comment ces sortes de problèmes 
peuvent conduire a des conditions analytiques, examinons 
quelle est la surface dont l'équation est 



ds 



X-l-.. .( 203 ). 



dx dy" 



Nous avons vu, art. 4 7 3, que cette équation avait pour 
intégrale 

*==f(x»+jr*)...(ao4); 

réciproquement on tire de cette intégrale 
x* + y* = ; 

si l’on coupe la «urftce par un plan parallèle à celui des 
x,y, la section aura pour équation 

xî '+.y* = <t>c; * • '■ *•' 

et en, représentant par a a la constance 4>c , on aura 

• ' l 

t ... . s 



Cette équation appartient^!)- cercle ; par conséquent, la sur- *1 
factf jouira de cette propriété, que toute section faite par 
«in plan parallèle à celui des x,y, sera un cercle. 

604 . Cette propriété est encore- indiquée par l’équa- 
tion (ao3) , car, en vertu de l'article 2 4 , on en tire ' 

» . . • ' ' 



Cette équation nous apprend que la sous-normale doit être 
toujours égale à l'abscisse, ce qui est la propriété du cercla, 
5o5. L’équatjon (ao4) ne, noms disant d<wc autre chose. 



1 
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si ce n’est que toutes les sections parallèles au plan des x,y 
• sont des cercles, il s’ensuit que la loi Suivant laquelle les 

rayons de ces sections doivent s’augmenlir , n’est pas com- 
prise.dans l’équation (ao/Q, et que , par conséquent, toute 
0 surface de révolution satisfera au problème ; car on sait que 
dans ces sortes de surfaces , les sections parallèles au plan 
des x,y sont toujours des cercles , et il n’est pas besoin de 
dire que la génératrice qui, dans une révolution , décrit la 
surface, peut être une courbe discontinue , discontiguë, ré- 
gulière ou irrégulière, 

5 o 6 . Cherchons donc la surface poür laquelle cette géné- 
Fig. 9 «. ratrice serait une parabole AN (fig. 91) , et supposons que , 
dans cette hypothèse , la surface soit coupée par un plan AB, 
qui passerait par l’axe des a; la trace de ce plan sur celui 
des x,y sera une droite AL qui, menée par l’origine, aura 
pour équation y = ax\ si nous représentons par t l’hypox 
ténus e AQ du triangle rectangle APQ , construit sur le plan 

des x,y, nous aurons 

J t* = x i +y } 

mais t étant l’abscisse AQ de la parabole AN, dont QM = â 
est l’ordonnée, nous avons par la nature de cette courbe 

gjf o v * = 

mettant pour t* sa valeur x>+f, il nous viendra * 

+ ou + **) = ***(«*+ O 5 

et en faisant i (a* + 1) = m, noüs obtiendrons 
z = mi’ ; 

de sorte que la condition prescrite dans l’hypothèse où la 
génératrice est une parabole, est que l’on doiye avoir 

z — mx % lorsque y = ax. 
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507. Cherchons maintenant à déterminer, au moyen de 
ces conditions, la fonction arbitraire qui entre dans l’équa- 
tion (ao 4 ). Pour cet effet, nous représenterons par U la 
quantité x 1 -f-y 1 qui est affectée du signe <p , et l’équa- 
tion (flo 4 ) deviendra 

f ' ‘ * ' 

t— pU . , .(ao 5 )j 1 

et nous aurons les trois équations 

x*-f-y* = U, y=ax, z — mx\ 

Au moyen des deux premières nous éliminerons y, et nous 
obtiendrons la valeur de a* qui , étant mise dans la troisième! 
nous donnera 

U 

% — tu 11 1 % 
a* -f- 1 

équation qui se réduit à 



par ce qu’on a vu que nous §NÎ° ns supposé g (a 2 -f- 1) — m ; 

la valeur de 2 étant substituée dans l’équation (ao 5 ), la 
changera en • 

mettant la valeur dî U dans cette équation , nous trou- 



<f (** + y *) = 1 (x* +y a ) , 

et l’on voit que la fonction est déterminée; substituant cette 
valeur de ?( x*+y*) dans l’équation (204), nous aurons 
pour l’intégrale cherchée , 

* = t (** + y‘); 
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équation qui jouit de la propriété requise , puisque l’hypo- 
thèse de y = eu: nous donne 

z — mx*. 

5 o 8 . Ce procédé est général; car supposons que les con- 
ditions qui doivent déterminer la constante arbitraire , soient 
que l’intégrale donne F(x l y,i)=o > lorsqu’on a f (x,y,z)=o , 
nous nous procurerons une troisième équation en égalant à 
U la quantité qui est précédée de f , et alors , en éliminant 
successivement deux des variables ce , y, z , on obtiendra 
chacune de ces variables en fonction de U ; mettant ces va- 
leurs dans l’intégrale , on parviendra à une équation dont le 
premier membre sera <pV, et dont le second membre sera une 
expression composée en U; remettant la valeur de U en 
fonction des variables , la fonction arbitraire se trouver» 
déterminée. 

Des fonctions arbitraires qui entrent dans les in- 
tégrales des équations différentielles partielles 
du second ordre. s 

5 og. Les' équations différentielles partielles du second 
ordre, conduisent à des intégrales qui renferment deux 
fonctions arbitraires ; la détermination de ces fonctions re- 
vient à faire passer la surface par deux courbes qui peu- 
vent être discontinues et discontiguè f s. Pour en donner un 

exemple, prenons l’équation = o : on a vu art. 4^7 , 
que l’intégrale de cette équation était 

z = xçy -f- 4 y • • • (ao6). 

Soient Ax , A y et A z (fig. 92) , les axes coordonnés ; si 
l’on mène un plan KL parallèlement à celui des x,z, la 
section de la surface, par ce plan, sera une ligne droite ; 
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car , pour tous les points de cette section , y étant égal à 
A p, si nous représentons A p par une constante c , les quan- 
tités q>y et\J/y deviendront <pc et^c, et par conséquent pour- 
ront être remplacées par deux constantes a et b, de sorte 
que l’équation (206) deviendra 

z — ax-\-b., .(207) , 

et sera celle de la section faite par le pl^n KL. 

5 10. Pour connaître le point où cette section rencontre le 
plan des y,z, faisons x — o , l’équation (ao6) nous donne 
dans cette hypothèse, z — ^y, ce qui nous indique une 
courbe amb, tracée sur le plan des y,z. Il nous serait fa- 
cile de démontrer, comme dans l’art. 498* que la section 
rencontre la courbe amb en un point m; et comme cette 
section est une ligne droite, il ne s’agit, pour en déterminer 
la position , que de trouver un second point par leqiîel 
passe cette ligne. Pour cet effet, observons que lorsque x 
est égal à zéro l’équation (206) sè réduit à 

, z=^y> 

tandis que lorsque a: est égal à l’unité, la même équation 
se réduit à * 

z — <f>y + +y, 

faisant , comme, précédemment , yziA/)=c, ces deu* 
valeurs de z deviennent 

z~ b , z=a+ b , 

et déterminent deux points m etr pris sur la même section 
mr que nous avons vue être en ligne droite. Pour construire 
ces points on opérera de la manière suivante : on tracera 
arbitrairement sur le plan dessala courbe amb, et par le 
point p , où le plan sécant KL rencontre l’axe des y, on éle- 
vera la perpendiculaire pmxzb , qui sera une ordonnée à la 
courbe; on prendra ensuite à l’intersection IIL du plan 
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sécant et de celui des x,y , la partie pp égale à l’unité , et 
par le point p' on mènera un plan parallèle à celui des 
y, z, et dans ce plan on construira la courbe dm b' , sur le 
modèle de la courbe amb, et de manière quelle soit sem- 
blablement disposée ; alors l’ordonnée m'p' sera égale à mp ; 
et si l’on prolonge m'p’ d’une quantité arbitraire mr, qui 
représentera a , on déterminera le point r de la section. 

Si l’on prolonge ensuite , par le même procédé, toutes les 
ordonnées de la courbe dm b' , on construira une nouvelle 
courbe a'rb' qui sera telle, qu’en menant par cette courbe et 
par amb, un plan parallèle à celui des x,z , les deux points 
où les courbes seront rencontrées appartiendront à la même 
section de la sufface. 

5i i. Il suit de ce qui précède , que la surface peut être 
construite , en faisant mouvoir la droite mr, de manière 
qu elle touche continuellement les deux courbes amb, a’rb'. 

5m. Cet exemple suffit pour faire entrevoir comment la 
détermination des fonctions arbitraires, qui complètent les 
intégrales des équations différentielles partielles du second 
ordre revient à faire passer la surface par deux courbes 
qui , ainsi que les fonctions arbitrâmes* qui servent à les 
construire , peuvent être discontinues , discontiguës , régu- 
lières ou irrégulières. 

’ . FIN. 




Digitized by Google 




.. .... ■ '■ ■ ■ . 

NOTES. 

/ 

NOTE PREMIÈRE (page 33). 

Sur la manière de trouver le développement du logarithme 
de. x -f- h. 

Voici un des procédés employés pour trouver le loga- 
rithme de x -f- h. On cherchera d’abord le développement 
delog ( 1 +*) de la manière suivante: on égalera log(i -{-/;) 
à une suite de ternjes ordonnés suivant les puissances de 
x , en observant préliminairement que dans cette suite il 
ne peut y avoir un terme indépendant de x. Eu effet, si 
l’on avait 

log (1 + r)=A + Bx + Cx* -f- etc. , 

cette équation devant avoir lieu, quel que soitx, il en ré- 
sulterait qu’en faisant x=o, on trouverait A = log 1 = 0 ; 
ainsi nous écrirons 

, • . 

log (1 -J- x) = Ax -f- Bx 5 -f* Cx 1 4" Dx* -j- «te. • • • 0) j 

changeant x en s, on aura pareillement 

log (1 -f- z) x= Az + Bs* + Cz 3 4- etc. v 

z étant arbitraire, nous pourrons supposer qu’il y ait entre x 
et z la relation 

(i+x)’ ou i4-5x + x’=i+î; 

* • * / • % 

tirant de cette équation la valeur de z , et la substituant 
dans l’équation ( 1 ) , nous trouverons . > ■ 

r 1 • • . . • 

Iog(i4'3r) , 3=A(ax*4-x*)4-B(e.r-4-x*)*4-C(2x4*^’) 3 -f‘ «te ; 



! 
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ou en développant et ordonnant par rapport à x, 

log(i-HO , =aAx+ À ix 3 -|-4B lx 3 -}- 

+4Bi -f8C/ + 12 C [ [...(a) 

-H6dJ J 

D'une autre part , la propriété des logarithmes étant expri- 
mée dans cette équation Ioga*= n loge, nous ayons 

log (r + xy = 2 log (î + x ) , 

ou, en mettant pour i -f- x son développement (i), 

log(i -f-x) ll := 2 (Ax-j-Bx s -f-Cx 3 - 4 -etc.); 

substituant cette valeur de log (î -f^x) 1 dans le premier 
membre de l’équation (a) , nous aurons une équation qui 
aura lieu , quel que soit x; par conséquent, en égalant entre 
eux les termes affectés des mêmes puissances de x, nous 
obtiendrons 

aA'=aA l A-\-^B = a^, 4B-f-8C=2C, etc. ; 
d’où nous tirerons 




ubstituant ces valeurs , nous trouverons 

log (t +x)=A(x + 7 + J + e,c 0 + C ' 

truand x = o, log î = o= C ; doac il n’y a point de con- 
stante à ajouter ; faisons x = - , nous aurons 

lo 6 (,+!) ou 
ou 

log (x -J- h) — log x= a(t h* ^ + 3 p •+■ etc -) # 
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et en divisant paj h , ' , 

■ i£(£ ±ÿ -lî t a - *£+£+-£ +,„c). , ■ 

w d lo^x A 

Passant à la limite, nous trouverons — = — ; par consé- 

dx 

quent la différentielle de logx sera A — ; on voit qu|Ja con- 
stante A n’est autre chose que le module. 

NOTE SECONDE (page zSa). 



Sur le principe fondamental de la méthode des coefficient 
— * 1 indéterminés. 

On peut démontrer de la manière suivante que lorsqu’une 
équation telle par exemple que , - 

Ax* -f Bx 3 -f Cx» -f Dx + E = o . . (3) , 

a lieu quelque soitx, il faut nécessairement que chacun des 
coefficiensfA , B, C, D, E soit nul; en effet, puisque x 
peut avôir une valeur quelconque , faisons x = Oj_et l’équa- 
tion (3) se réduira à E = o ; et comme E est indépendant de 
x, E est donc encore nul lorsque x n’est pas zéro; d’où U 
suit que l’équation (3) se réduit à 

Ax 4 -f- Bx 3 -+• Cx“ -f- Dx = o ; 
supprimant le facteur commun x, iî restera 



Ax 3 -J*- Bx’ -f- Cx -f- D=oî 

' ' ** ’ 

appliquant à cette équation le même raisonnement que nous 
avons employé à l’égard de l’équation (3) ,-nous prouverons 
que D est nul; et en continuant ainsi, nous trouverons suc- 
cessivement que les autres. coefficiens le sont aussi. 



y 
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NOTE TROISIÈME (page a^i). 

, . i . 

Sur le développement des puissances des cosinus et des sinus 
en fonction des arcs multiples. 

Il existe une formule très élégante , qui donne la valeur 
d’une puissance d’un cosinus en fonction des quantités cos x, 
ços Sx, cos 3x, etc., et une formule analogue alieu aussi pour 
les sinus : il importe de les faire connaître; mais avant que 
de nous occuper de cet objet , nous commencerons par don- 
ner la démonstration d’une formule imaginaire remarquable, 
dont nous allons bientôt faire usage. 

Soit donc l’expression cos'p -f- sin^p, qui est le produit 
des deux facteurs cosp-J-sinp \/ — 1 , et cosp— sinp \/ — i ; 
si nous faisons cosp + sinp — 1 — Fp, nous aurons en 
différenciant, 

dFp . , / 

= — sinp + cospV' — >; 

cette équation étant multipliée par — \/ — 1 , devient 

• ' 

— \/~i — sin p \/— i -K cos p ; 

dp 

et puisque par hypothèse son second membre est égal à Fp, 



nous avons 



d’où l’on tire 



dFp / — - __ 






1/^7 V- 



et en intégrant, on trouve 



|oç Fp ?= pV — j = (p */— i)log«=loge 0 ; 
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passant aux nombres , on a 

Fp = e* V-' t 

et en mettant pour Ftp sa valeur , on obtient 

cos p -f* sin p — i = e* '•••( 4 )* 

Cette équation ayant lieu , quel que soit f , on pourra changer 
f en m<p , et l’on aura encore •>. • i. -.vL . 

cos mtp + sin mtp \/ — 1 ~ * m * Y ~ 

IT existe une autre expression de cette puissance imaginaire 
de e, car l’équation (4) étant élevée à la puissance m, nous 
donne 

(cos f -j- sin p — i) m — é~*Y~ i_ 

Les seconds membres de ces dernières équations étant les 

mêmes, on a, en égalant les premiers, t 

i . . . i . •' " nj 

(cos ? H- sin Ç V^— î)" 1 — cos m(p -f sin mp i... ( 5 ) ; 

si l’on fait p = — p dans les équations ( 4 ) et ( 5 ) , ces équa- 
tions deviendront ' 1 Jj , . _• ' ' 

cos •*— p -f- sin *—*. p * — = c *• ••(?)> ® 

(cos — p -f sin — p\/ — i) m =cos — mp-f-sin — mp \/ — i ... (7). 

Or, si p est représenté par l’arc AD (fig. 61 ) , — <p le sera 
par AD’; et comme ces arcs ont les mêmes cosinus et des, 
sinus de signés contraires , on aura 

..." <4 

cos — ps=cosp t sm — p=—siap; 
on prouverait de înême que 

ços—mf = cosmf, et que siû.— mpss— «sintnp ; _ 



f 
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substituant ces valeurs dans les équations (6) et (7), ou 
obtiendra 



cosç — sinp l/ — i=e ? V —' . . .(8) , 

(cos Ç' — sin^y/ — j) m =cosnup — sin m<p \/ — 1 . . .(9). 

Cherchons maintenant le développement de cos m x en 
fonction des arcs multiples de x , et sans employer les puis-' 
sauces des sinus et des cosinus. Pour cet effet, soient 



cos x -f-sinx y / — 1 =zu . . .(to) , 
cos x — sin «y/— 1 = v. • .(u); 

ces équations étant ajoutées, donnent 



cosr = -(u4-v)> 

et par conséquent 

cos m x=-^(u4.iO m , cos"x = ^ (v + u)"; 
a a 

" t ( . • . . • 

développant ces binômes par la formule usitée , on obtient 



cos '"x 



= + mu m ~‘v 4* m ™ ^ - 1 etc.^J, 

ir >' (m — rV •vK.'î — ~i 

os m r= + — ■ v" ‘u’-J-etc. I ; 



ajoutant ces équations, on trouve 



T • v 



a’"' 4 "’ cos m x = u m + v* + muv (u m—1 -J- v m_ *) 
4* ni- u 7 v*(u m ~ 1 4* v m— 4* *tc. • • • (* 2 )- 



On tire des formules (10) et (1 1) 



u- a= (cos x4* sin x \/—i ) m , v B = (cosx — sin x )" f 
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mettant dans le* seconds membres de ces équations leurs 
valeurs données par les formules (5) et (g), on a 

u m = cos mx sin — 1 , 

v"= cosmx — sin mx \/ — 1 . . .(i3) ; 

donc 

u m _|_ v m =acosmx, et u*v"=i; 
et par conséquent 

. .. .. , . : bv = 3 1 ; , 

u m-i _ 2C0S — a)x, = 1 , 

u m-4 _J_ yin - 4 — 2C06 (jn Q X , U m_ 4 V m-4 =S= 1 r , 

etc. etc. etc. 



En substituant ce» valeurs dans l’équation (1 a) , on trouvera 



cos" 



x = -^r^acos mx + SI» cos(m — a)x 



4-am ^ m - - cos (m — 4)x+ etc.] . . .04)- 
1 . a 



Ce développement provenant de Celui de (b -f- v ) m > contient 
m-f- 1 termes; si l’on fait successivement rasa, m=3, 
m = 4, etc., et que l’on change les cosinus d’arcs négatif» 
en positifs , en vertu de l’équation cos — Ç = cos f , on for- 
mera le tableau suivant : 




cos*x = y cosax + 5 , 

, cos 3x 3cos 3x 

cos 3 x = — 1 -, — / 

4 4 

, cos Le . , , • 

cos*x = ■ — g h J cosax -f- f. 



i ' 



~ On pAt abréger ces calculs, car les tertnes également 
distans des extrémités de la série, sont égaux. Pour le dé- 
montrer, nous remarquerons que les cosinus qui entrent 
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364 note troisième. 

dans l’équation ( 14 ) étant 

cos mx, 00s (m— a)x, cos(/n — 4 ) x > cos(m— ax 3 )x, etc., 
ou plutôt 

cosmr, cos(/n — 2 X 0 r « cos (m — ax»)x, 
cos (m — 2 X 3 )r , etc., 

en considérant les nombres qui suivent le signe X dans 
chaque terme de la série , on voit que l’un de ces nombres 
indique celui des termes précédens. Ainsi, le terme qui en a 
n avant lui, sera affecté de cos(m — ari)x. A l’égard du 
terme qui en a n après lui, comme le nombre total des 
termes de la série est m -f- 1 , celui qui en a n après lui , 
tiendra le rang m + 1 — n , et par conséquent , aura m — n 
termes avant lui ; donc il renfermera l’e«pression 

cos [[m — 2 (m — n)]x = cas ( — m -f 2n)x ; 

et comme nous avons vu qu’on avait le droit de changer le 
signe de l’arc dont on a le cosinus , on aura 

cos ( — m + 2 ri)x =s cos (m — 2 n)x ; 

donc les termes également distans des extrémités de la série , 
.ont les mêmes cosinus ; et comme ils ont aussi les mêmes 
coefficiens (* ) , puisque ces coefficiens sont ceux de la for- 
mule du binôme;, il -en résulte que ces termes sont égaux. 
Ainsi, lorsque m est impair le nombre 1 çles termes 

TTl-f- l 

de la série sera pair , et il suffira de doubler les — - — pre- 
miers termes, pour avoir la totalité des termes de la série; 
si m est pair , m + 1 sera impair , alors on ajoutera au terme 
du milieu , le double de ceux qui le précéderont. Ce terme 

tiendra le rang ^ -f- 1 dans la série, et, par conséquent, il 

U ■ ; — -* — — . — 

( On peut le reconnaître en comparant le développement de (a + 
à celui de ( b -H a) m , écrit à rebonrs. 

Kif.-..* r ■ '.1.. : .. . "i é .... :.v ...... .. . ■ 1 
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DÉVELOPP. DES PUISS. DES COS. ET DES SIN. 365 

sera affecté de cos (m — ni) — cos o = 1 ; donc il ne con- 
tiendra pas de cosinus. _ . , 

Par un procédé analogue , on peut trouver le développe- 
ment desin m x. Pour cet effet, en retranchant l'équation {u) 
de l’équation (10), on trouve , . 

asinxy / —i —u — v', donc sinx — - -- ; 

. ... * -, *V—i 

élevant les deux membres de cette équation à la puissance 
m , on aura 4 

s in 1 " ■■ J? — (u — v) m -, 

(a— i) m 

ai m est égal à un nombre pair a p, on a 

(u - V yr = [(u — O*? = [(v - u) 1 ? = O — u)*', 

donc 

(u — v)" = (v — u) m . 



On développera les équations 



sin m x= — — .— (u — v) m et sin m x -L== — (v — u) m , 

( 2 ^/— 0* (al/— i) m 

et opérant comme nous l’avons fait ci-dessus, on trouvera 

f n“jr=- - j^cos/ni-mco«(m-3)x4-m ~—^cos etc.J ; 



la quantité imaginaire (a [/ — i) 1 " disparaîtra du résultat, 
puisqu’elle est élevée à une puissance paire. 

Si m est égal à un nombre impair ap ■+• î , on aura 

(u— v)v+* =(u — v)*' X (“ — v) == (y*— u)’ r X — * (v — «) 
= — (v — uyr+', 

par conséquent 

(u — v) m =-— (# — u) m , 



« 



Digitized by GoogI 




266 

et 



NOTE QUATRIÈME. 



sin m x 



(g — t>) w 



ain m x = 



(e -— g) " 

(aV/^Tr 






développant (u—v) m et (v — u) m , par la formule du bi- 
nôme, et substituant ces développemens dans les équa- 
tions (i5) , qu’on ajoutera, on aura „ ■ 

asm"! = — — 1 ('*• — -««' (u*-* — I, . .(i6) ; 

V/(a-i)"L * - J 

retranchant les équations (i 3 ) l’une de l’autre , multipliant 
ensuite entre elles ces mêmes équations , et observant que la 
seconde opération nous donne la somme des carrés de sinmx 
et de cos mx , qui équivaut à l’unité, on trouvera 

u M — v m = as\amx\/ — u m v m = 1. 



En opérant de la même manière que ci-dessus , on changera 
donc l’équation (16) en 

*in"**=5 f sinmx- — sin — -stn(m-4)x:-)- eic.~| . 

a(a L « *- a > 

Comme dans cette hypothèse m est impair, la puissance 
m — 1 , à laquelle la quantité i\/ — 1 est élevée, est paire , . 
ce qui fait évanouir l’imaginaire \/ — 1. 

NOTE QUATRIÈME (page 271), 

Sur la manière de déterminer les volumes des corps dont la 
surface petit être exprimée par une fonction d’une même 
variable. 

Lorsque les solides ne sont pas de révolution, on peut 
quelquefois en déterminer le volume à l’aide d’une simple 
intégration , sans faire usage de la formule ( 83 ) page 270. 
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MANIÈRE DE DÉTERM. LES VOLUM. DES CORPS. 36^ 

C’est cê que nous allons exécuter à l’égard de la pyramide 
ABCD (fig. 66). Pour cet effet, concevons une section GFE , 
parallèle à la base DBC, et du sommet A abaissons une 
perpendiculaire AH sur la base DCB ; nommons x et h les 
parties AI et 1 H de cette perpendiculaire , comprises entre 
le point A et les plans DCB , GFE ; l’aire du triangle GFE 
diminuant ou augmentant, selon la valeur que l’on donne 
à x , est une fonction de x ; on a donc 

GEF =fa y DBC=/(x-}-A). 

Le volume de la pyramide AGFE étant aussi une fonction 
de x , nous pourrons supposer 



vol. AGEF = çx, vol. ADBC=$>(x-f- h). 

Or, il est évident que la pyramide tronquée GB, qui est 
la différence de ces volumes , sera moindre que le volume 
du prisme, qui a BCD pour base et h pour hauteur, et 
surpassera le volume du prisme, qui a EFG pour base et h 
pour hauteur. Le rapport de ces prismes est 

/Çr -4- h )h f(x -\-h) _ 

fa. h fa ’ 

» 

dans le cas de la limite , ce rapport devenant égal à l’unité , 
à plus forte raison le rapport qui existe entre le tronc de 
pyramide GB et l’un de ces prismes , sera alors égal à l’unité. 
Le volume du tronc de pyramide étant représenté par. , 

<P 
d 



W 



h) — çx, le rapport de ce volume à celui du prisme 
E est la base et h la hauteur, sera 

âpx d^tpx h 

^(x-f-/i) — ç, x _ dx dx* a ' etc * 



fa. h 

passant à la limite, nous aurons 
dfx 



fa 



fx,àx 






ou dpx=/x.dx. . .(17). 



1 
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368 NOTÉ QUATRIÈME. 

Par la méthdde des infinimelit petits, on serait par- 
venu au même résultat; car, en concevant la pyramide 
comme composée d’une infinité de tranches parallèles à sa 
base, chaque tranche pourrait être considérée comme un 
prisme dont fx serait la base It dx la hauteur ; donc^x. dx 
est l’élément de la pyramide. 

Pour déterminer maintenant le volume de la pyramide , 
soient B l’aire de sa base DBC, et A sa hauteur; nous 
aurons 

B :fx :: a* : x*; 

donc 




substituant cette valeur dans l’équation (17) , pn trouvera 
et, en intégrant , 



Bx a 

dipx = — dx, 



Bx 3 

* X= 3V* 



Le volume AGEF, représenté par <px, s’évanouissant lorsque 
x = o, il n’y a point de constante à ajouter; si l’on fait 
ensuite x = A» on aura, pour l’intégrale définie, l’expres- 

BA 

sion -g- , qui est celle du volume de la pyramide ACBD. 

En général , si la section GFE , au lieu d’être un triangle , 
est une surface quelconque , pourvu que cette surffl^Boit 
une fonction de x, on démontrera, comme nous^^ons 
fait pour la pyramide , que l'élément du solide a pour 
expression fx . dx. 

NOTE CINQUIÈME (page 27a). 

Sur la projection d'une suif ace plane. 

Pour démontrer que la projection d’une surface plane sur 
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. RROJECTION D’UNE SURFACE PLANE. 3 69 

un plan , est égale au produit de ceffe syrfdfce , par le cosinus 
de son inclinaison , nommons y l’angle de projection qu’une 
surface A fait avec une surface B j la surface A é^nt in- 
clinée sur l’autre , la rencontrera nécessairement ; plains 
l’axe des x à leur comiyune section , et supposons, que les 
ordonnées y de la. surface B soient perpendiculaires à cet 
a*e; il est certain que toute ordonnée y de cette surface 
aura y cos * pour projection sur l’autre; par conséquent, 
l’élément de la surface A étant représenté par yàr , ar- 
ticle 348 celui de la surface B le sera par^y cos ydx ; pre- 
nant les intégrales , nous aqfons • • 



‘ A — fyàx, B z='Jy cos y àjar=* cos yfydx ; 
éliminant fyàx entre ces équations , nous trouverons 
• B = A COS y. , 

NOTE SIXIÈME (pag® a 7 a). 

Sur r expression du cosinus de T angle formé par deux plans f 
déterminée directement par un procédé nouveau. 

* ProposQns-ilbus de résoudre directement ce problème. 

Trouver le cosinus de l’inclinaison de deux plans. Soient 

DB, DC, ÈB (fig. g 3 ) les traces d’un plan DBC sur les 

plans coordonnés , dont les axes rec f angulaires sont dirigés 

suivant les droites AB, AC et AD; nommons AB, a; 

AC, b ; AD, cj et représentons par « , fi , y , les angles que 

Aie plan DBC forme, avec les plans des yz, des xz et des 

^^ry, les projections de la Surface BCD sur ces plans étant, 

bc. ac ab ,, , . ' , . 

—, —, —, nous aurons, d jipres la note precedente , 

DBCcosy=°^, DBCcos« = ^, DBC co's C= Ç. . .(18J; 

élevant au carré chacune de ces équations , si l’on en prend 

a 4 
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Zjo NOTE SIXIÈME. 

la somme, et qi^’on repplace par Trinité celle des carrés 
des cosinus, on obtidhdra, après avoir tiré la racine carrée , 

A • , ■ . . 

• DBC =i y a'b % -j- Z>V -f- e’c 1 ; 

* 

substituant cette valeur dans la première des équations (18) , 
on en déduira V , 

cos y = —7= ' —- ...(19). 






Soit maintenant Ax + By Cz -f- D = o l’équation du 
plan DBC^si Ton fait^ = o,^>n aura Ax + C s-f-D=o, 
pour l’équation de la^race DB ;■ cette équation nous donne 

Ax D 

3 ~ ü ’ . ... 

Comme on sait que dan3 l’équation de la, ligne droite mise 
sous cette forme , le coefficient de x représente la tangente 
trigonométrique de l’angle formé par la droite avec Taxe des 
x , nous aurons donc • 

• taogDBA = -£; . 

mais le triangle rectangle DBA nous donne 
tang DBA = ^ ; 

en comparant ces deux valeurs , on a 



c* 

a“ 



A^ 

: c*’ 



faisant ensuite x — o, dans l’équation du plan, pour avoir 
«elle de sa trace sur le plan des x,y, on trouve de même 

. c » _ b» 

• J* C*' 
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EXPRESSION Dü COSINUS DE L’ANGLE. Z7I 

«ubstituant ces valeurs dans 1’équatLon (19), on obtient 

• * 

1 



COS y: 



\/*+¥ 



+ 



B 4 



• Si l’on divise maintenant l’équation du plan par C , et qu’oft 
la différencie successivement par rapport aux variables x et 
y, on trouvera 

• dz A ds B * . * 

dx"" - ?’ dÿ C.’ 

• » 

substituant ces valeurs dans celle de cosy , on aura en 



. COS y — — ■ . - =rr- . • 

. - .v/'+©+(|)‘ " 

♦ # 

. NOTE SEPfîÈME (page 3 o 3 ). # 

• •* 

Sur la courbe g. double courbure , qui peut être constrûite 

au moyen de deux équations entre trois variables. 

# • 

« 

Il est facile de prouver que les équations (122) ? p. 3 o 3 , 
appartiennent à une .courbe à double courbufe. Pour cet 
effet , changeons les y en z et les z en y, afin de placer les 
axes coordonnés d’une manière plus commode pour notre 
démonstration ■ nous aurons les équations 

z* -f- axy-^-y* — o. . . (20) , 
sx -f- S y * — a=o.. .(si). 1 

Si la première existait seule, on pourrait, par son moyen, 
construire une surface courbe. En effet , si par tous les 
points du plan des x,y, que nous supposerons, comme à 
l’ordinaire, horizontal, nous élevons des perpendiculaires, 
les valeurs en seront déterminées au moyen de l’équa- 
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oya NOTE SEPTIEME. 

tien (ao) ; et l’on sent que les extrémités de ces ordonnées 
S constitueront une surface courbe. Lorsque quelques -uiîes 
de ces ordonnées sont imaginaires , c’est un indice que la 
surface ne s’étend pas dans les endroits où subsistent ces 
ordonnée^imaginaires. 

,Si maintenant nous avons égard à l’équation (ai), nous • 
établissons par cela même, entre x et y une relation qui 
assujétit les pjeds des ordonnées z à être sur la courbe qui 
appartient à l’équation (ai) ^.et l’on voit que J dan%ce cas, 
les extrémités des ordonnées z , ne forment plus une surface, 
mais une courbe. Le système de ces onfcnnées z constitue 
al c^iune surface cylindrique , dont l’intersection avec le plan 
des x,y, est donnée par l’équation (ai). C’est l’intersection de 
cette surface avec celle que détermine l’équation (ai) , qui 
forme la courbe dont nous venons de paijer \ et il est évident . 
que cette courbe est à double courbure , puisqu’on sait que 
l’intersection de deux surfaces cdTtrbes forme un^ courbe à 
double courbure. - • * 



NOTE HUITIÈME (page 33 g). 

* ♦ • , - % 

Nouvelle démonstration concernant l’intégration des équa- 
• tions différentielles partielles . 

On a vu, art. 482 ,-que si en intégrant l’équation 

e+ m £+ n =°---<“>- 

dans laquelle M et N sont des fonctions de x , de y et de z , 
on obtient deux intégrales U = n et V = è , on a nécessai- 
rement a = <pb. La démonstration de ce théorème étant 
très importante, nous avons cherché à lui donner le der- 
nierdegré de rigueur, de la manière suivante : 

U et Y étant des fonctions de x, de y et de z, les con* 
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• INTÉGR. DES ÉQÜÀT. DIFFÉRENT. PARTIELLES. 373 
«tantes a et *6 peuvent être aussi considérées comme des 
fonctions de ces mêmes variables , en vertu équations 
U = a et V = b; par conséquent, si l’on différencie suc- 
cessivement ces équations, on aura 

àa = Xdx -f- Ydy -+• Zdz l _ 
àb = X'dx -b Y'dy -f- Z'dz J ’ * * (a3) ; 

ces différentielles doivent être nulle», par la raison que a 
et b sont constantes; ainsi, les équations da = o, dè = O, 
nécessitent celles-ci : 

Xdx Y dy -f- Zdz = o l 

X'dx + Y'dy + Z'dz = o / ’ ’ ‘ (a4) - 

Si dans ces équations ,*divisées par dx, on substitue les 
valeurs de dz et de dy, tirées des équations 

* * y 

d*-f-Ndx = o, dy — Mdx = o. . .(25), 
données page 333 , on aura ® 

X -+- YM* — ZN % , X' -f- Y'M — Z'N = o; 

on tirera de ces équations 



M: 



ZX' — XZ' 
Z' Y — ZY" 



N = 



X'Y — Y'X 
Z'Y — ZY" 



substituant ces valeurs de M et de N dans l’équation ( 22 ) , 
on obtiendra 



dz ZX' — XZ' dz , X'Y — Y'X , . _ 

Z'Y — ZY' dy + Z'Y — ZY' — °*«-(26); 



dx 



tes coefiiciens ^ et se déduisent des équations (25), 
qui donnent ' • 

— — — N âü — AT ^ dx __ N 

dx * ; dx 7 dy dx dy M * * * ^ * 



SL 
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mettant ces ^eurs de ^ et de — dans l'équation (26) , et 

faisant évanouir le dénominateur , on trouvera 

• . 

— (ZTT — ZY')N — (ZX' — XZ')^ +X'Y— Y'X=o....(a8) ; 

v • 

les quantités X , Y, Z , qui entrent dans cette éfjuatian , 
ne sont pas toujours connues puisqu’elles ne doivent être 
données qu’en différenciant les équations U = a et V = b. 
Cherchons donc à éliminer X, Y et Z de notre résultat. 
Pour cet effet, en regardant z comme une fonction de x 
de y , nous tirerons des équations (a 3 ) 

• * X+zï, MJx + Z'p-, 

ax .ax dr dr 

^? = Y + zi, ÿ = Y' + Z't; . '! 

<îy É d y ■ d y ' 

mettant dans ces expressions les ^lÿirs de ^ et de ^ , 

données par les équations (27) , et tirant les valeurs de X , 
de Y, de X' et de Y', nous trouverons 

X=^-f-ZN, X' = " + Z'N, 



’ dx 

da ZN V — ^ j_ Z ' N 
dy + M ’ “ ày + 



M ’ 



substituant ces valeurs de X, de Y, de X' et de Y', dans 
l’équation (28) , et réduisant, nous obtiendrons 

da di dn dft . . . * 

dïd7*~d^di' ,,(39)v 

Cette équation nous apprend que a est fonction de b ; et en 
effet, si nous avons ax=Fb, en différenciant cettê équa- 
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INTÉGR. DES ÉQUAT. DIFFERENT. PARTIELLES. Z-fÔ 
tion , nous trouverons àa = çbdb , d’où nous tirerons 

• du , d b d a ' dé 

Ty = * b Ty> . 

éliminant fb, nous trouverons l’équation (29). 

( 

NOTE DERNIÈRE (page a 19). 

Sur l'intégrcttien des fonctions rationnelles qui , dans ' ,‘ 

leurs dénominateurs égalés à zéro , contiennent des ra- 
cines imaginaires et égales. 

L’intégration des fractions rationnelles de cette espèce se 
réduisant à celle de là forrhule -s— — , comme la ma- 

* (c*+**) f \ 

nière dont nous avons intégré cette expression, page 219, 
est un peu compliquée, nous allons indiquer un procédé 
moins direct, mais qui est en usage pour parvenir prompte- 
ment à ce but. 

\)n supposera 

r d* • h* , v r 

J (Ç*+zy~ (>+*•/-*■*" J (£*-+- z ‘y- 1 '"*' 0) ’ 

ou, ce qui revient au même, 

/(?$??=»*(«• + 

différenciant f on a * 

Hdz («*+ z')'-> + H(t — p) (C* + z')-Wà z 
dz >_ 




+ K 



(C* + z‘y-‘ * 



çu 



dz _ Hdz(C*+z a ) aH(i — p)z a dz (C a +z a )fk 

(S , -f-z‘y (C* 4- z x y (C* +z % y ■*" (^Tay * 







Digitized by Google 






I 



5?6 NOTE DERNIÈRE. . 

supprimant les facteurs communs , on trouve 

i = H (C* + V) + aH (i - p)** + K (C 4 + *■) , * 

égalant entre eux les coefliciens de et ceux qui en sont 
indépendans , on obtiendra 

. 1 = HS“ + Kff* , H4-a(i— p)H + Kt=c; 

cea valeurs donnent . * 



H = 



2(p— l)C** 



K = 



2 p 3 

2(p— ô?' 1 



II et K étant connus , on en substituera la valeur dans 
l’équation (3o) , et l’on aura 

r i]z 1 5 ,(£P — 3 ) r ds , 

J (e'+z.'y—a(p-i):’(e‘+zy-'T ^p-^TfiJ. 

dz , \ 

ainsi l’intégrale de ■ dépendra d’une autre , d^ns 

(• ,+ z y 

laquelle l’exposant de la parenthèse s^-a moindre d’une _ 

unité. Si dans la formule (3i) on suppose ensuite p — p — i 

, 

dj- 

on fera dépendre l’intégrale de de celle de 

-s — ; — et en diminuant ainsi successivement l’expo- 

santde la parenthèse d’une unité, on tombera sur / =— - — r 

■r r * • • J & 

* dont l’intégrale «st ^ arc ^tang = 



FIN DES NOTES. 



JT Av i 
■JBGF i-. 
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